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PROF. CESAR LATTES

Cesare Mansueto Giulio Lattes nacié en Curi-
tiba, Brasil el 11 de julio de 1924; falleci6 el 9
de marzo de 2005 a los 80 anos de edad.

Su carrera cientifica se inicié a mediados de
los anos 40, en el entonces Departamento de
Fisica de la Facultad de Filosofia, Ciencias y
Letras de la Universidad de Sao Paulo, cuan-
do publica un articulo cientifico sobre la abun-
dancia de nicleos en el universo, bajo la orien-
tacién de Gleb Wataghin.

Desde entonces, su nombre estuvo ligado a re-
sultados cientificos de gran repercusién y a ini-
ciativas de las més fecundas para el progreso
de la ciencia en el Brasil y en América del Sur.

En 1947, Cesar Lattes como miembro del gru-
po de la universidad de Bristol, dirigido por
C.F.Powell (Inglaterra) y G.Occhialini (Ita-
lia), coloca en la montafia de Chacaltaya en

La Paz, Bolivia placas de emulsiones nucleares a fin de verificar la existencia del Pién
(particula responsable de la interaccién nuclear).

El exitoso descubrimiento del Pi6n en estas placas fue el mayor logro cientifico de su
carrera. Como consecuencia de este descubrimiento, Hideki Yukawa quien habia predicho
la existencia de este mesén, recibe el premio Nobel en 1947 y Cecil F. Powell el premio
Nobel de 1950.

Este descubrimiento también permitié, con la colaboracién de Cesar Lattes, la creacién
del Laboratorio de Fisica Césmica de Chacaltaya, dependiente de la Universidad Mayor
de San Andrés que, hasta hoy, es un importante centro internacional de investigacion en
Rayos Césmicos.

Podemos decir con absoluta conviccién que Cesar Lattes fue impulsor y punto de partida
para el desarrollo de la fisica en Bolivia.

PROF. KOICHI KAMATA

Ha fallecido el Prof. Koichi Kamata, destacado fisi-
co japonés del Instituto de Investigaciones Fisico
Quimicas de RIKEN.

En Bolivia, lo recordamos como uno de los principa-
les investigadores del proyecto BASJE (Experimento
Conjunto sobre Chubascos Atmosféricos) en el labo-
ratorio de Fisica Césmica de Chacaltaya, alld por el
ano 1965.
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ESTUDIO SOBRE LA DETECCION DE AFLATOXINA EN
LA CASTANA (Bertholetia Excelsa), MEDIANTE FLUORESCENCIA
BAJO LUZ ULTRAVIOLETA

Lic. Ricardo Forno', Lic. Alfonso Velarde?

L Carrera de Fisica—UMSA
2 Instituto de Investigaciones Fisicas—UMSA

RESUMEN

Se analizan los espectros de emisién, bajo luz ultravioleta, de castafias con Afla-
toxina y castanas sanas. Se comparan las relaciones de intensidad entre el pico de fluo-
rescencia de 496nm y el pico reflejado de la fuente de 441nm para establecer un criterio
que permita distinguir las castanas enfermas de las sanas.

1. INTRODUCCION

Las aflatoxinas son metabolitos téxicos producidos
por dos tipos de hongos: Aspergillus Flavus y Aspergillus
Parasiticus. Estos hongos se desarrollan en el suelo entre
la vegetacién en descomposicién bajo condiciones de alta
temperatura y humedad. Atacan a una gran variedad de
granos y otros alimentos, entre ellos a la castafia [1].

En la actualidad, Bolivia es el primer exportador
mundial de castana [2], produce aproximadamente el
60 % de la produccién mundial. Por lo tanto, el control
de calidad de la castafia que serd exportada es de gran
importancia econémica.

El problema de la contaminacién de la castana por
estos hongos y, por tanto su “infeccién” con Aflatoxina,
es sumamente grave dado que la Aflatoxina es téxica pa-
ra el organismo humano y se ha comprobado, en pruebas
con animales, que es cancerigena [3]. Existen estrictas re-
gulaciones en el control del contenido de Aflatoxina en
los productos alimenticios, especialmente de la Comuni-
dad Europea, que ponen en serio riesgo las exportaciones
de Castana del pais.

El método més directo para detectar la posible pre-
sencia de Aflatoxina es por fluorescencia bajo luz ultra-
violeta [4]. Este método es utilizado para separar ma-
nualmente las castanas infectadas de las sanas.

Las Aflatoxinas G son las més fluorescentes con un
color verde azulado (cyan) cuando son expuestas a luz
ultravioleta. Las Aflatoxinas B fluorescen con un color
azul profundo. Aunque son méas abundantes, son menos
sensibles a la fluorescencia.

El empleo de la fluorescencia es un buen método para
detectar la posible presencia de Aflatoxinas, sin embargo,
no permite obtener indicadores cuantitativos del conte-
nido de la sustancia. En efecto, atin con una buena técni-
ca, muestras de fluorescencia brillante pueden contener
menos Aflatoxina que muestras débilmente fluorescen-
tes. De hecho, hay también substancias en la Castana
que fluorescen bajo luz ultravioleta pero que no estan
asociadas con la Aflatoxina.

La fluorescencia en las muestras contaminadas no es
estable y puede desaparecer en algunas semanas cuando

TABLA 1

Resultados de la calibracion.

Longitud de onda (nm) N de Canal
H, 434,05 236
Hg 486,13 291
H, 656, 28 459
He— Ne 632, 80 441

éstas son expuestas continuamente a radiacién visible o
ultravioleta; sin embargo, la toxina no habra desapareci-
do. Por lo tanto, las castanas que podran ser analizadas
mediante el método de fluorescencia deben ser frescas.

Por todo esto, es necesario aplicar otro tipo de prue-
bas para confirmar y cuantificar el contenido de Aflato-
xina en muestras que hayan dado positivo con la prueba
de la fluorescencia bajo luz ultravioleta.

El presente estudio busca caracterizar la fluorescencia
de la Aflatoxina G con el propésito de poder desarrollar
un método de identificacién de las castanas infectadas.

2. INSTRUMENTO DE ANALISIS

Para realizar los diferentes analisis espectrales utili-
zamos el espectrofotémetro UV-VIS IIF1 [5], instrumen-
to que fue desarrollado por el Instituto de Investigaciones
Fisicas de la Universidad Mayor de San Andrés. El UV-
VIS IIF1 permite realizar un barrido desde los 200nm
hasta los 850nm con pasos de 1nm.

La calibracion espectral del equipo se realizé em-
pleando dos tipos de fuentes patrén de emisiones espec-
trales, correspondientes a un haz de rayos laser de He-Ne
y una lampara de vapor de Hidrégeno respectivamente
[6].

La tabla 1 muestra las longitudes de onda y los cana-
les correspondientes. En la figura 1 se muestra el ajuste
lineal.
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TABLA 2

Picos caracteristicos de la fuente de radiacién ultravioleta empleada para iluminar las muestras.

Color Longitud de onda Ancho a media altura
Ultravioleta ~ 325nm ~ 10nm
Ultravioleta—Violeta ~ 380nm ~ 60nm
Violeta azulado ~ 410nm ~ 15nm
Azul violeta ~ 443nm ~ 10nm
Rojo carmesi—infrarrojo ~ 750nm ~ 50nm
Infrarrojo ~ 816nm ~ dnm

Calibracion del Monocromador

700
600
500
400
300

Longitud de onda (nm)
> 2
o O

330

<
K]
3%
=
(]
m -
=

A = 0,99N + 200

Niumero de Canal

Figura 1. Ajuste lineal.

3. METODO DE ANALISIS

Bajo la luz ultravioleta proporcionada por una
ldmpara, se observan dos tipos de fluorescencia en las
castanas enfermas. Unas fluorescen con un color verde
azulado brillante y otras, en cambio, presentan una fluo-
rescencia de color naranja mate.

Para determinar los espectros de fluorescencia que
se observan bajo luz ultravioleta en las castafias enfer-
mas, se colocaron muestras de raspaduras de castana con
fluorescencia verde, naranja y también de castanas sa-
nas, sobre un fondo de papel negro. Luego, se ilumina la
muestra desde arriba con la ldmpara de luz ultravioleta.
Con la ayuda de una fibra éptica se lleva la luz de la
muestra al espectrofotémetro y se obtiene, mediante un
software disefiado para la captura de espectros, los datos
del espectro en el computador. En la figura 2, se ilustra
el dispositivo experimental.

4. ESPECTRO DE LA FUENTE DE LUZ
ULTRAVIOLETA

La fuente de luz ultravioleta utilizada es la que usan
productores bolivianos de castana el momento de realizar

2
R% = 0,9995
T T 1
380 430 480
§ Fibra (:ptica Eﬁ[)cu[[‘()[j(:}i{n_‘i[f)
Fuente § I‘ |
\ i | -
= ! Monocromador
} ; Fotomultiplicador
i
Muestra | ! Cpu

Sy e ey x|

v

Figura 2. Esquema del equipo de medida.

la seleccién visual de castafias enfermas. Su espectro de
emision se muestra en la figura 3.

Realizando un andlisis del espectro de emision de la
fuente UV se puede determinar un conjunto de picos
caracteristicos de la emisién de la fuente. En la tabla
2 se describen los mencionados picos y sus respectivas
caracteristicas.

5. ESPECTRO DEL FONDO. PAPEL NEGRO

Puesto que las muestras de castana estan soportadas
en algiin material y éste, a su vez, tiene sus propias ca-
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Figura 4. Espectro del papel negro bajo luz ultravioleta.

racteristicas espectrales de reflexion, es necesario realizar
un analisis espectral de reflectancia del material con el
cual se soporta las muestras (fondo). En la figura 3 se
muestra, en linea continua, el espectro mencionado para
nuestro soporte, que en nuestro caso se trataba de papel
negro utilizado en los sobres para proteger placas de ra-
yos X; adicionalmente y para fines de comparacién, en la
figura 4 se muestra el espectro de la fuente ultravioleta
(linea punteada). Hay que aclarar que las intensidades no
son directamente comparables. No se hizo ninguna cali-
bracién en intensidad para poder comparar la emisién

directa de la fuente con la reflexién del papel negro.

Como se puede observar, el papel negro absorbe to-
do el espectro visible pero refleja el ultravioleta (A <
410nm), en particular se puede apreciar un pico centrado
en & 375nm y con un ancho a media altura de aproxima-
damente ~ 40nm (seria conveniente buscar otro material
negro de fondo que no tenga tanta reflectancia en el ul-
travioleta como muestra el papel negro que se utilizd).

En la regién infrarroja se ve que el pico de la fuente
es absorbido casi en su totalidad.
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TABLA 3

Picos espectrales correspondientes a la fluorescencia verde de la castana.

Color Longitud de onda Ancho a media altura

1 Ultravioleta ~ 354nm ~ 20nm

2 Violeta ~ 410nm ~ 30nm

3 Azul ultramar ~ 443nm ~ 20nm

4 Verde azulado (cyan) ~ 500nm ~ 40nm

5 Rojo carmin ~ 744nm ~ 30nm
1010

— verde
250 -
' naranja
200
sana

150

100 r

400 500 600 700 800

nm

Figura 5. Espectros de castanas infectadas con fluorescencia verde, naranja y sana.
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Figura 8. Espectro de castana sana menos espectro del fondo.

6. ESPECTROS DE FLUORESCENCIA DE
MUESTRAS INFECTADAS Y SANAS

Como se menciond, se observaron, bajo las condicio-
nes experimentales descritas, dos tipos de fluorescencia,
la correspondiente a un color verde azulado (cyan) y la
correspondiente a un anaranjado. En la figura 5 se mues-
tran tanto los espectros caracteristicos de muestras en-
fermas como el correspondiente a una muestra de castana
sana. Las diferencias de los espectros mencionados son
evidentes, sin embargo, es importante notar que la tarea
de discriminar una fluorescencia de la otra o, simplemen-

te discriminar fluorescencia debida a la una muestra sana
de una enferma, no parece ser facil.

Para realizar un anélisis mas profundo de los espec-
tros, restamos el espectro correspondiente a la reflexién

del fondo, obteniendo los espectros de las figuras 6, 7 y
8.

6.1.

Al eliminar la contribucién del fondo en el espectro
correspondiente a una muestra enferma, que presenta
fluorescencia verde, se obtiene el espectro mostrado en

Espectro de fluorescencia verde
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TABLA 4

Resultados del ajuste.

Longitud de onda [nm] Desviacién estdndar [nm]  Ancho a media altura [nm]

Pico reflejado 441 4 7
Pico de fluorescencia 496 21 35

y=-0,0587x + 51,826x- 11433
R?=0,9072

LnN

430 435 440 445 450 455
Longitud de onda [nm]
y =-0,0022x? + 2,1803x - 539,21

R? =0,8919

3
=
- 2
-

1

L ]
0 .
460 480 500 520 540

Longitud de onda [nm]

Figura 9. Ajuste al pico de 443nm (arriba) y al de 500nm (abajo).
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Figura 10. Rastreo sobre una mancha fluorescente verde.

la figura 6.

Un anélisis del espectro mostrado en la figura 6 nos
permite encontrar particularidades espectrales de la fluo-
rescencia verde. En la tabla 3 se observan un listado de
los picos de interés (designadas por 1, 2, 3, 4 y 5).

Los picos 1, 2, 3 y 5 corresponden a reflejos de la fuen-
te sobre la muestra. Sin embargo, el pico que no existe en
la fuente y que aqui aparece, por tanto la fluorescencia,
es la linea 4 de color verde azulado (cyan).

6.2. Espectro de fluorescencia naranja

Repitiendo el andlisis para el caso de la fluorescencia
naranja se observan exactamente los mismos picos, sélo
que ahora, la linea 4 que corresponde a la fluorescencia,
es mucho menos intensa al compararla con el caso an-
terior y es mas pequena respecto a los otros picos. La
fluorescencia anaranjada no existe, se ve asi en virtud
de la combinacién de las lineas 4 (cyan) y 5 (Carmin),
cuyas intensidades son ahora comparables y que combi-
nadas dan el color naranja.

Por lo tanto, el fenémeno de la fluorescencia que se
observa en las castafias presumiblemente enfermas, bajo
luz ultravioleta, corresponde a un verde azulado o cyan
de = 500nm (figura 7).

6.3. FEspectro de castarias sanas

Nuevamente se repite el analisis, en este caso para
castanas sanas, pudiendo observar que el pico corres-
pondiente a los &~ 500nm también existe, aunque no tan
diferenciado, dentro del espectro, como en los casos an-
teriores (figura 8).

7. AJUSTE A LOS PICOS DE INTERES

Como se puede ver en la figura 5, la relacién entre los
picos correspondientes a la fluorescencia ( & 500nm ) y
~ 443nm , es diferente tanto para la fluorescencia verde,
como para la naranja y como para las castafnas sanas.

Hemos de concentrar nuestra atencién en estos picos
haciendo el ajuste de una funcién normal a los mismos
para estimar mejor sus longitudes de onda.

En la figura 9 se muestran estos ajustes.

De acuerdo al ajuste, nuestros resultados son mos-
trados en la tabla 4.

De los resultados del ajuste se obtiene que:

Pico de fluorescencia: (496 + 9)nm

S 140,

©

2 ‘——441 nm
§ 1007 —+—496 nm |
a2 80

£ 60

@©

2 150

5

= 100 —e—441nm
3 50 | —+—496nm
7]

8

g

123 456 7 8 9
mm

Figura 11. Rastreo sobre una mancha fluorescente naranja.
Pico reflejado: (441 £+ 1)nm

8. ESTUDIO COMPARATIVO DE LAS
INTENSIDADES RELATIVAS DE LA
FLUORESCENCIA DE 496nm RESPECTO A LA
LINEA DE 441nm PROVENIENTE DE LA
FUENTE

En el caso de la fluorescencia verde, el pico de 496nm
es notoriamente mayor que el de 441nm. En la figura 10
se muestra un rastreo, milimetro a milimetro, realizado
sobre una castana infectada monitoreando las longitudes
de onda de interés. Como se puede apreciar, al pasar
sobre la mancha fluorescente, el pico de 496nm es mayor
que el de 441nm, al contrario de lo que ocurre cuando
no se enfoca la mancha fluorescente, es decir, cuando se
estd observando la parte sana de la castana.

Haciendo el mismo rastreo, pero para el caso de la
fluorescencia naranja, ambos picos son aproximadamente
iguales como se muestra en la figura 11.

En la figura 12 se muestra el resultado de graficar la
integral del pico centrado en 496nm vs. la integral del
pico de 441nm para varias castanas sanas y para varias
enfermas con fluorescencia verde.

Vemos que haciendo un ajuste lineal sobre las cas-
tanas sanas, se obtiene una regresiéon razonablemente
buena con un coeficiente de regresién lineal R = 0,883 y
que las castanas infectadas con fluorescencia verde que-
dan bien separadas, todas sobre una desviacién estandar
por encima del ajuste lineal.

En la figura 13 se muestra el mismo analisis pero com-
parando castanas sanas con enfermas con fluorescencia
naranja.

En este caso, algunas de las infectadas con fluores-
cencia naranja quedan sobre la misma recta de regresién
de las sanas, sin embargo, debido a que tanto la amplitud
de la linea de 496nm como la de 441nm son ambas relati-
vamente pequenias, como se ve en el espectro de a figura
4, se ubican en la parte baja de la recta de regresién.

La linea vertical que se muestra marca el limite de la
media de las medidas de 441nm menos dos desviaciones
estandar.

9. CONCLUSIONES
Mediante la comparacién de los espectros de emisién
de las castanas infectadas, tanto las que fluorescen ver-
de o las que lo hacen en naranja, con el de las sanas,
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Figura 12. Comparacién de la relacién entre las integrales de los picos de 496nm (fluorescencia) y 441nm (reflejado de la
fuente) para castailas infectadas con fluorescencia verde y castafias sanas.
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e Sanas

5000 Ao Enfermas Naranja N

- — Menos 2 sigma x

4000 Lineal (Sanas) P .
£ Lineal (Mas sigma) N . .,
o 3000 se
g g . ‘e ® )

20 3 —a i y=2,772x + 608,1

ax * | RZ=0,7608
1000 -
0 |

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500
441 nm

Figura 13. Comparacién entre las relaciones de las integrales de los picos de 500nm (fluorescencia) y 443nm (reflejo de la
fuente) para castanas infectadas con fluorescencia naranja y castanas sanas.

concluimos que es posible discriminar las enfermas de DESARROLLO (PNUD) Bolivia, Informes; 2004.

las sanas estableciendo que todas aquellas cuya relacién Ref: http://PNUD.bo/Informes/InfRegionales/NorteAma-
entre la linea de 441nm y la de 496nm quede fuera del zonico/PANDO-4.PDF.

limite marcado por una desviacién esténdar por encima  [3] Determinacién de  Aflatozinas en Alimentos de

Consumo Infantil, Santa Cruz Sénchez et.al. Ref:
http://www.ciad.mx/boletin /mar-abr-03 /resumen3.pdf.
[4] Ref: http://www.plantpathology.tamu.edu/aflatoxin/ de-
tection.htm
[5] Deteccion de Luz Ultravioleta, Pedro Miranda et.al., Re-
REFERENCIAS vista Boliviana de Fisica No.3, Septiembre 1997.

(1] Ref: www.micotoxinas.com.br/aflatoxina.htm [6] Reporte calibracién monocromador, A. Pecka., No publi-
[2] PROGRAMA DE NACIONES UNIDAS PARA EL cado.

de la recta de regresién lineal o por debajo de dos desvia-
ciones estdndar respecto a la media de las intensidades
de la linea de 441nm, pueden considerarse infectadas.
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EL GEODINAMO EN UN ESQUEMA DE RELAJAMIENTO

V. M. Peiiafiel!

Carrera de Fisica, FCPN (UMSA)
La Paz, Bolivia

RESUMEN

Se investiga la posibilidad de resolver las ecuaciones del geodinamo (sin términos
inerciales) mediante un método de relajamiento apropiado para sistemas de computacién
de un sélo procesador y memoria limitada. Se muestra que un esquema aproximado es
posible y que exhibe todavia las caracteristicas principales del campo magnético y de
la velocidad de flujo producidos, no obstante las limitaciones en los grosores de red.

1. INTRODUCCION

Las enormes capacidades de procesamiento (espe-
cialmente la configuracién arracimada de procesadores)
disponibles en la actualidad, hace posible el planteo
y solucién de problemas con creciente sofisticacion.
Uno de ellos es el conjunto de ecuaciones de la mag-
netohidrodindmica que describen la generacion de
campo magnético terrestre a partir de corrientes con-
ductoras en su niucleo externo, modelo matematico
conocido como geodinamo. Los notables avances que
comenzaron a mediados de la década anterior son ya
bastante conocidos y consisten principalmente en la
separacion vectorial de componentes axisimétricas y
anaxisimétricas seguida de una descomposicién espectral
de todas las variables involucradas [1] [2]. O bien, se-
guida de la aplicacién masiva del Método de Elementos
Finitos sobre redes de célculo con grano bastante fino [3].

Ambas aproximaciones requieren capacidades de
cémputo y almacenamiento realmente grandes y no es
el objetivo aqui el intentar un esquema alternativo.
Maés bien, se trata de realizar un sondeo y una primera
prueba para determinar si las caracteristicas principales
del modelo pueden ser investigadas en forma aproxima-
da mediante equipos con capacidad de procesamiento
estandar.

Como es obvio, la estrategia consistird en retener
los términos mas relevantes adoptando el modelo mas
simple pero ain suficientemente completo. Asi, si se
toma un ndmero de Rossby pequeno, los términos
inerciales pueden ser ignorados en comparacién con
los de Coriolis; también, la inercia del nicleo interno
es ignorable y su rotaciéon puede ser igualada con
la del manto; finalmente, se adopta la muy frecuente
aproximacién de Boussinesq para los factores de empuje.
Las nueve ecuaciones vectoriales resultantes, una vez
desarrolladas en todas sus componentes deben ser
discretizadas usando un esquema de diferencias finitas
para las ocho cantidades tensoriales Vrini, Voiju,

'Email: vmiguel@fiumsa.edu.bo

Vzijkt, Brijri, Bijri, Bzijri, Piji 'y Tijre (las tres
componentes de la velocidad, las del campo magnético,
la presion y la temperatura, respectivamente) y los
valores previos y subsiguientes de los subindices (63 en-
tidades en total). El proceso de relajamiento consistird,
pues, en calcular los residuos Repijr; (n = 0,...,8) y
"relajarlos” modificando, consecuentemente, los valores
de las variables tensoriales anteriores.

2. ECUACIONES DEL GEODINAMO

Con las aproximaciones mencionadas en la introduc-
cién, para un sistema de referencia rotatorio con velo-
cidad angular wk, se obtiene las siguientes ecuaciones
adimensionales [4]:

~

kxv=-—yP+(VxB)xB+Evy?v+¢R,Tr (1)

%—?:v2B+vx(va) (2)
oT N
= - T—v.-9T
5 =1V vV (3)
v:-v=0;, v-B=0. 4)
Donde la unidad de longitud es lp = r, — 7, =

2400 [km] (la diferencia entre los radios del nucleo
externo e interno respectivamente) siendo r./r; &~ 3.
La unidad de tiempo resulta to = I2/n =~ 60000
[anos] y la unidad de campo magnético deviene
(2wppon)*/? & 2,2 [mT).

Entonces, los parametros adimensionales remanentes,
los nimeros de Ekman, Roberts y Rayleigh, que apare-
cen en las ecuaciones anteriores son:

v K gapl2
=57 4¢=—; BR.=7%—" (5)
2wlg n 2wk
Siendo n la difusibidad magnética, v el coeficiente
de viscosidad cinematica, s la difusibidad térmica, «

9
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el coeficiente de expansién volumétrica y Slp la unidad
de temperatura; g es, claro, la aceleracién gravitatoria.
En los hechos, sin embargo, son los valores de los
pardametros (5) y no aquellos de los coeficientes indivi-
duales los que determinan la naturaleza de las soluciones.

A fin de hacer posible la solucién numérica, es necesa-
rio escribir las ecuaciones (1-4) en forma completamente
desarrollada. Usando las ecs. (4) en (2) se tiene:

8%v, 1 8%v, 8%v, 1 v, Up 2 Ovg
E|:8r2+r_28¢2+822 A
8B, 0B 5B,
vo + B: 5> — Byt — Bo G — (6)
B2
Zo _or _
2 +qR,TIr— 5. =0
E[2Zve y 1 8vs | vy | 10U v | 2 Ou] _
or2 r2 0¢2 022 r Or r2 r2 9¢
OB o8B B, 9B.
vr + Br 5t + Bo 5t — S ()
B.9B. | B-Bs _10P _
r 0¢ r r 0¢p

8%v, 1 8%, 8%v,
B %% + 555 + 5%+

9B, OB, 9B
Bebfe B - B ®
OB oP __
= pg TaRTz— 57 =0

8%°B,. 1 8B, 8%°B,. 1 8B, B, 2 9B
a2+ t5 2ty T F e £+

B 2 9p2 B r Or r2 r2 ¢

Vg By Ovr ¢ Ovun v, 0B, _

r + B, or + r 0¢ + B Oz Ur 5 (9)
Vs OBy 0B, _ 0B, _ 0

r 06 Vo ot

9By | 1 9°By | 9°By |, 10By By | 2 9B,

or2 +r_28¢2+822+r8r r2+r_28d>

v By Ov v OB vy OB
BTB_;.P BBTQSB_(;B—'_ Bz?j ; VUr %72 - TKPB—(;S_ (10)
Up v [ _
v Ot 4 Bate - Bete B =0
°B. 1 8°B. |, 8°B. |, 10B. dv.
87'2B+r_2 0¢2 + 022 +F or + B, Bvr+
dv. dv. dB. _ vs 9B.
T tBGr —uGE — T - (11)
0B. _ 0B, _ 0
Z 0z ot
22T 1 92T |, 82T |, 18T
q[8r2 t=agr T 52 +FW]_ (12)
0,20 _ 2 0T, 0T _ 0T _
T or r 0¢ Z 0z ot
0B 10B 0B B
Ut e (13)
or r O¢ 0z r
ov, 10vy Ov. v,
or r 0¢ 0z r (14)
Para un modelo sin resbalamiento, v. = 0 en las

interfaces del nicleo interno con el externo y del nicleo
externo con el manto y la temperatura en el borde del
nucleo interno es T' = 0,5.

3. CALCULO NUMERICO

El modelo descrito por las ecuaciones (6-14) permite,
en principio, experimentar tanto con diferentes configu-
raciones iniciales cuanto con diferentes valores para los
parametros adimensionales. Por otra parte, el método de
computo numérico, esencialmente basado en diferencias
finitas, puede ser ejecutado usando diversos esquemas de
relajamiento. Sin embargo, no es posible determinar de
antemano un montaje que pueda ser considerado 6pti-
mo para el problema. La no linealidad de las ecuaciones
implica que ciertas configuraciones iniciales conducen a
una rapida divergencia de los valores sucesivos en algu-
nas de las variables y a una consecuente interrupcién
de las rutinas. El procedimiento general consiste en la
digitalizacién de las ecuaciones (6-14) segin:

Regijr =

E[(Vrivije + Vricie — 2Vriju) /a®*+
(Vrijeim + Vrig—im — 2V )/ (bri)*+
(Vrijken + Vreie—u — 2Vrir) /e*+
(Vrigijm — Vricijr)/2ar; — Vg 77—
(Voijrik — Voij—1r1)/br3] + Voiju+
Boyjki (Brijyik — Brij—ig)/2bri+
Bzijki(Brijk+1u — Brijr—u)/2e—

Bojjii (Boit1jk — Boi—1jk1)/2a—

Bzijri (Bzijk+u — Bzijr—11)/2e—
BojjriBojijii [ri + qRaTj07m—

(Pit1jet — Picijm)/2a

Reyijr =

E[(Vois1jk + Voi—ijr — 2V oijw) Ja*+
(Voijsirt + Voij_1m — 2Voiji) [ (bri)*+
(Voijkt1r + Voije—11 — 2Voiji) [ €+
(Voisijk — Voi—ijr)/2ar; — Voijr [+
(Vrijare — Vrig_ie) /br?] — Vi +
Brijri(Boiy1jr — Boi—1ji)/2a+
Bzijki(Boijk+11 — Boijr—11)/2e—
Brijri(Brij+ik — Brij—ixi)/2br;—
Bzijii(Bzijyik — Bzij—11)/2b—
BrijtiBoijki [ri + (Pij+1k — Pij—1k1)/2br;

(16)

Regijn =

E[(Vziprju + Vazicjm — 2V i) [a®+
(Vzijrir + Vzij—ir — 2V zij) [ (bri) >+
(Vzijrsu + Vzije—u — 2V ziju) /€2 +
(Vzije+1 — Vzije—11)/2er;)]+

Brijei (Bziy1je — Bzi—1jki) /2a+
Boijri(Bzijyikt — Bzij—1p1)/2bri—
Brijii (Brije+1 — Brijr—11)/2e—

Bojjgi (Boijk+11 — Boijr—11)/2e+
qRaTijrizi — (Pijk+1 — Pijr—11)/2e

(17)



Resijn =

(Briyijm + Bri—iju — 2Briju)/a’+
(Brijsir + Brij—ig — 2Brijr) [/ (bri)* +
(Brijit11 + Brije—u — 2Brijr)/e*+
(Brigijm — Bri—ijm)/2ar;i—

Briji[r? — (Boijyik — Bojj—1m)/bri+
BoijiVoijr [ri+

Brijut (Vrigije — Vricije) [2a+
Boijri(Vrijyirm — Vrij—1m)/20ri+
Bzijti(Vrijksu — Vrigr—1)/2e—
Vrijkt (Brivije — Bri—ijr) /20—
Bzijii (Bzijr+u — Bzijr—1u)/2e—
Voijri (Brijrine — Brij—ixi)/2bri—
Vzijki(Brijk+1 — Brijr—11)/2e—
(Brijgi+1 — Brijri—1)/2t

Regijn =

(Bois1jki + Boi—1jx — 2Boiji)/a*+
(Boij+ikl + Boij—1rt — 2Boiji) [ (bri)*+
(Boijk+11 + Boijr—11 — 2Boiji) /€ +
(Boit1jk — Boi—1jii)/2ar; — Bojp [ri+
(Brijsirt — Brij—ig)/br?)—
BrijuiVoijr [ri+

Brijit(Voijrim — Voij—1m)/2b+

Boijii (Voijrik — Voij—1x)/2bri+
Bzijii(Voijey1 — Voije—11)/2e—

Vrijii (Boit1jik — Boi—1jk)/2a—

Vzijrt (Boijky1 — Boijr—11)/2e—

Voijri (Boijyik — Boij—1x1)/2bri+

Vzijki(Brijk+11 — Brije—11)/2e+
BoijiVrijri [ri — Briju Vo [1i—
(Boijri+1 — Bosjri—1)/2t

Resijr =

(Bzit1jkl + Bzi—iju — 2Bziji) /a®+
(Bzij+1m + Bzij—1k — 2Bzijii) [ (bri)*+
(Bzijk+1 + Bzijk—1 — 2Bzijr) /€2 +
(Bzit1jk — Bzi—1jk)/2ari+
Briju(Vzivijwu — Vzioijm)/2a+
Boiji (Vzijyim — Vzij—1m)/2bri+
Bzijr(Vzijr+u — Vzijr—1u)/2e—
Vrijr (Bzig1jkt — Bzicijk) /26—
Voijui(Bzijiikt — Bzij—1m)/2bri—
Vzijki (Bzijk+u — Bzijk—11)/2e—
(Bzijki+1 — Bzijri—1)/2t

(19)

(20)
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Regijr =

a[(Tivrjm + Tirjir — 2T50) /a®+

(Tijrrm + Tij—1m — 2T5551) ) (bri) 2+

(Tiji+1 + Tije—vu — 2Tijm1) /€ +

(Tit1jm — Tizrjrr) [ 2ar;]— (21)
Vrigr (Tit1jit — Ti1jk) /20—

Voijri (Tijrinr — Tij—1k1)/2br;—

Vzijit Tije+1 — Tijr—11)/2e—

(Tijri+1 — Tijri—1)/2t

Rerijm =

(Briyijr — Bri—ijm)/2a+

(Boij+1kt — Boij—1k1) /2br;+ (22)
(Bzijk+1 — Bzijr—11)/2e+

Briju /7

Regijr =

(Vrisijm — Vricijm) /[ 2a+

(Voijrier — Voij—1r1)/2bri+ (23)
(Vzijer1 — Vzije—11)/2e+

Vrije [T

donde los residuos Rep;ji; son iterativamente recalcula-
dos luego de que las variables son modificadas, por ejem-
plo, mediante el esquema de relajamiento

Vriju — Regijrimi

Briji + Rezijrir;

Voijkl + Relijkl/ZE(l/a2 + 1/(b7‘i)2 + 1/62 + 1/1“?)
Vzijk + Rezijr /2E(1)a® + 1/ (br;)* + 1/€?)

Boiji + Reaijri/(2E(1/a® + 1/ (br;)* + 1e? + 1/r?)
Bzijkl + Re5i]~kl/(2E(1/a2 + 1/(b7‘i)2 + 1/62)

Tijkl + REGijkl/QE(l/az + 1/(b1“i)2 + 1/62)

Py + 2aReqijn

(24)

hasta que la suma,

8 I J K L
err = Z Z Z Z Z Reniju (25)
1 1 1 1 1

sea inferior a algin valor previamente especificado (I, J,
K y L son, claro, los valores maximos de los respectivos
indices y Br, Bo, Bz, etc., son las versiones “ascii” de
B,, By, B., etc.). El procedimiento es, por supuesto,
muy lento e inestable (y ciertamente muy sensible a
las capacidades de procesamiento y almacenamiento
disponibles), pero, por lo mismo, es de esperar que
puede ser ficilmente adaptado para el procesamiento
paralelo o en racimos.
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4. RESULTADOS

Es posible que un mejor esquema de relajamiento
pueda proporcionar una convergencia mas segura y
rapida para configuraciones iniciales razonablemente
elegidas. Para el que se describe en la seccién anterior,
el procesamiento consiste en la busqueda de una com-
binacién afortunada de valores de los parametros, de
montajes iniciales y del intervalo minimo de convergen-
cia -dado por la magnitud del error (25)- que, en una
serie continua de iteraciones proporcione los registros
finales para todas las variables.

Para el caso que nos ocupa, se encuentra una serie
convergente con valores iniciales muy bajos tanto para
el campo cuanto para las velocidades y las cantidades

E=6x10"% ¢=10; R, =100, (26)

todavia dentro de los intervalos aceptables para el
problema pero casi ”de compromiso”, especialmente el
de R, notoriamente bajo (el valor realista, todavia no
alcanzado por los métodos empleados hasta el presente,
es ~ 10%°). Con un error de 10 en (14), el tiempo
de convergencia aunque grande es adn permisible (al
margen del tiempo empleado en ensayos y ajustes,la
convergencia completa para cada conjunto de valores
iniciales ”exitosos”tuvo un promedio de alrededor de 3
horas sin diferencias importantes entre las pentium III,
330 MHz y pentium IV, 1.4 GHz en entorno de consola
DOS extendido).

campo magnético

o 1 1 1 1 1

o i8 36 54 T2 20
angulo zenital

Figura 1. Campo magnético radial en r = r. comparado con
el del dipolo terrestre en el borde inferior del manto (t=3).

Los resultados de los registros se pueden resumir
como sigue: el procedimiento de cilculo (a precisién
simple, esto es, con numeros reales de 64 bites) se
efectua transformando primero el reticulo en la re-
gion {05 <r <15 0<60<7/2,0< ¢ <7} a
coordenadas cilindricas sobre las cuales se ejecuta el
esquema (15-24); de los registros resultantes (que, en
nuestro caso contienen 10 x 12 x 12 x 10 = 14400

valores para cada una de las variables, se extrae la in-
formacién contenida en los graficos de las figuras 1, 2 y 3.

150

velocidad azimutal

_1s0 1 1 1 1 1
0.5 o.7 o.9 1.1 1.3 1.5

radio

Figura 2. Velocidad azimutal en el plano ecuatorial en ¢ = 45
comparado con el perfil de un vértice ideal.

En la Fig. 1. se aprecia los valores de la componente
radial del campo magnético en la interfaz del nicleo
externo con el manto (el cual debe empalmarse even-
tualmente con el campo externo al nicleo). Claramente,
hay un sobredimensionamiento respecto de la magnitud
aceptada para el campo dipolar terrestre en la misma
zona.

campo magnético (Bz)o

tiempo

Figura 3. Comportamiento temporal de la componente z del
campo magnético en r = 0.

El propdsito de la Fig. 2. es el de mostrar que el flujo
en el interior del cascarén [r;,r.] es turbulento; no es
definitivo el que la oscilacién de valores de la velocidad
azimutal describa un vértice, pero, evidentemente, hay
una razonable aproximacién.

Finalmente, la tendencia temporal de la componente
z del campo magnético parece mas bien decepcionante
pues se esperaria al menos una inversiéon dipolar en el
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intervalo de t = 10 x 60000 = 6 x 10° afios. La apariencia
errdtica de (B.)o es probablemente el peor efecto del
cédlculo sobre una red de grano tan grueso (al menos 400
veces mayor que el de los casos en los cuales este valor
es reportado, v.g., [3]).

5. CONCLUSIONES

No se pretende que el método usado sea el mas
idéneo para los propdsitos mencionados en la intro-
duccién, pero al menos estos resultados preliminares
parecen alentadores. Quizd una més detallada investi-
gacién hacia esquemas de relajamiento més eficientes y
- en consecuencia- la elaboracién de cédigo optimizado,
podria llevar a un modelo funcional ”de escritorio”:
uno que permita experimentar exitosamente con valores
diferentes de los pardmetros E,q y R,, por ejemplo,
con diferentes condiciones iniciales y -sobre todo- con
reticulos mas finos.

Lo hecho en el presente trabajo parece reflejar
muy notoriamente las limitaciones de la capacidad de

cémputo aun disponibles para un problema de gran
complejidad como es el del geodinamo. De todos modos,
exeptuando la evolucién temporal del campo magnético,
el resto de las caracteristicas principales del fenémeno
descrito estdn efectivamente presentes en los resultados
obtenidos.
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RESUMEN

Se exhibe y revisa tres principales contaminantes del espectro de potencias co-
rrespondiente a datos experimentales cuyos registros fueron obtenidos previamente y
sin el propésito especifico de ser analizados via la transformada digital de Fourier. Para
este tipo de registros, algunas técnicas analiticas del procesamiento de senales digitales
(PSD) estan todavia disponibles; sin embargo, los principales filtros contra el ruido y
la tergiversacién (“aliasing”) ya no pueden ser aplicados. Se hace énfasis, por tanto, en
el tratamiento de tales problemas, especialmente en el de la deteccién de frecuencias
espurias (alias), imposible para el PSD cuando se desconoce si la sefial digital ha sido
correctamente muestrada. Se prueba que el empleo de un método ajeno a las operacio-
nes relacionadas con la transformada rapida de Fourier (TRF), como auxiliar analitico,
permite descubrir las tergiversaciones conspicuas.

1. INTRODUCCION

Las sofisticadas y poderosas técnicas del Proce-
samiento de Senales Digitales estdn principalmente
orientadas a producir registros limpios de ruidos y
efectos contaminantes aun antes de un anélisis de sefal
propiamente dicho [1] [2] [3]. El empleo extendido de
filtros a nivel de muestreo, traducidos directamente en
circuitos electrénicos digitalizadores, veloces y eficientes,
llevan a la practica el ”prevenir antes que lamentar”en
materia de andlisis arménico; y las aplicaciones estan
ampliamente extendidas a nivel comercial, industrial y
cientifico en gran diversidad de &reas particulares [1].
También en Fisica, por supuesto, el empleo de anali-
zadores digitales en la obtenciéon de datos apropiados
para el estudio de fenémenos peridédicos armoénicos o
anarmonicos es comun y hasta rutinario en ciertos
campos.

Desafortunadamente, un buen conjunto de proble-
mas relativos al tratamiento de datos experimentales
tiene que ver con registros cuyos procedimientos de
medicién no estaban disenados para el PSD, no eran
apropiados para ello, no constituyen digitalizacién
de fenémenos analdgicos o simplemente provienen
de procedimientos de medicién parcial o totalmente
desconocidos. En general, tales registros se presentan al
analisis solamente para obtener informacién adicional a
cerca de periodicidades posibles o esperadas o a cerca
de tendencias espectrales con implicaciones posteriores.

Por tanto, estas series temporales o espaciales se
hallan impregnadas de ruidos indeterminados, frecuen-
cias espurias y otros contaminantes para los cuales el
PSD puede no rendir una clara resolucién. De todos
modos, un andlisis de datos postmuestrados debe ser

'Email: vmiguel@fiumsa.edu.bo

14

capaz de reducir significativamente el efecto de esas
interferencias antes de la extracciéon de conclusiones.
En este trabajo se considera tres de los efectos mads
recurrentes: el ruido aleatorio (blanco) el ruido 1/f
(rosado) y la tergiversacién (aliasing) de senales de alta
frecuencia (Fig. 1.).

160 ]
: ruido 1/ probable "alias"

q ‘J probables "picos” -
L / ruido hlaﬂ

amplitud
-

]

]

T

m
Q
T

a0 [

l
o (=53 128 192 2596 320 384 448 512
frecuencia

Figura 1. Espectro de amplitudes correspondiente a un tipico
registro de datos postmuestrados.

En una serie de datos postmuestrados, (i) el nivel
de ruido y (ii) el intervalo de muestreo (At 6 Ax)
son caracteristicas dadas e irrevisables, de modo que
la sugerencia de ”emplear intervalos de muestreo y
filtros m&s adecuadosza no es aceptable. El andlisis
se orienta a obtener la mayor informacion posible con
los datos caracterizados de esa manera o decidir si el
registro es francamente inservible para propdsitos de
tratamiento de sefial. Por otra parte, aunque usualmente
el procesamiento de datos desde el punto de vista del
andalisis arménico es por si mismo un tema amplio
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y lleno de sutiles detalles, que requiere -a veces- el
desarrollo de métodos especificos a un tipo particular
de registro, en términos generales lo que se busca es
la deteccién de determinadas periodicidades (”picos”)
y, eventualmente, la medicién de de sus frecuencias
dentro del margen de error permitido por los datos;
menos frecuente y necesaria es la determinacién de
amplitudes y diferencias de fase. Otras propiedades que
el espectro de potencias o de amplitudes puede revelar,
como la presencia de fenémenos cadticos, son menos
susceptibles al tratamiento cuantitativo, por lo cual no
ocupard nuestra atencién.

" m" FFT MUOMES - 500 archives ds 3 horas
T T T
[
=B 4
-8 4
=B 4
o
2
=
=2
i 4
e _
- —_ - =
A 4
L L L L L L
i 3 10 15 2 2 a0

frecuencia clelos’nora

Figura 2. Primeras 32 amplitudes de un espectro para 10800
eventos de rayos c6smicos por hora (con ruido rosado).

2. RUIDOS BLANCOS Y ROSADOS

Los més perjudiciales contaminantes en un registro
experimental son las fluctuaciones aleatorias con energia
distribuida sobre todo el espectro, el ruido blanco”, y
otro, cuyo origen no estd muy claramente explicado,
cuya amplitud aumenta en las bajas frecuencias segin
1/f v que se conoce como ruido rosado”[1].

De este tltimo hay muy poco que decir cuando
es inherente al proceso de medicion o al fendémeno
estudiado; en ocasiones, sin embargo, cierto tipo de
ruido rosado se filtra en la rutina de cémputo cuando
ésta usa iterativamente ciertas posiciones de memoria
-principalmente para economizarla- sin una previa
limpieza. Cuando los registros de datos son muy
grandes, es muy recomendable calibrar el programa de
célculo con una base de datos iguales a una constante
y del mismo tamafio que el registro experimental para
verificar su correcto comportamiento a bajas frecuencias
y, claro, es mas recomendable ain el uso de rutinas
con cédigo fuente conocido. Por ejemplo, el espectro
de amplitudes de la figura 2., obtenido mediante un
programa cerrado”[6], muestra un claro decaimiento
del tipo 1/f™; sin embargo, el mismo registro de 10800
datos procesado con una rutina calibrada revela que tal
decaimiento es inexistente (Fig. 3.). El valor elevado

10000
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amplitud
T

4000

2000

frecuencia

Figura 3. Espectro de amplitudes correspondiente al mismo
registro empleado para la Fig. 2. (sin ruido rosado).

a3

34.4 . -

4]
4]
=]
T
1

amplitud

o 64 128 192 =256 320 384 448 512
frecuencia

Figura 4. Espectro de amplitudes correspondiente al mismo
registro empleado para la Fig. 1. (sin ruido rosado).

en el origen puede reducirse a uno pequeno o cero
restando una constante (v.g., el promedio del registro)
a la base de datos original. El mismo procedimiento,
aplicado a los datos usados para obtener el espectro de
la figura 1., rinde el de la figura 4., donde parte del
ruido contaminante aledano a los ”picos” interesantes ha
desaparecido también.

En muchos casos, existe ruido desigualmente dis-
tribuido sobre el intervalo de frecuencias; o ruido con
marcadas fluctuaciones de amplitud, con maximos que
pueden llegar a ser confundidos con picos de senal. No
todas las interferencias aleatorias constituyen, pues,
ruido blanco”. En cualquier caso, todo tipo de ruido
es perjudicial para el andlisis cuando sus niveles de
amplitud (o potencia) son lo suficientemente altos como
para eclipsar informacién 1til.

En efecto, aunque en principio es posible reducir el
efecto del ruido aleatorio, como es usual en el PSD, frac-
cionando el registro total -si es bastante grande- en seg-
mentos mas cortos, efectuar sobre ellos la TRF y luego
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Figura 5. Fraccionamiento en 3 segmentos filtrados para los
datos correspondientes al espectro de la Fig. 4.

promediar los espectros resultantes, la limitacién a tal
procedimiento la da el teorema de Parseval:

n—1 1 n—1
Sui= Y IR 1)
i=0 k=0

(la potencia de la serie de datos se distribuye sobre
todas las frecuencias admitidas, independientemente de
si constituyen sefial o ruido). El fraccionamiento de la
serie debilita los picos de senial porque la potencia total
también se fracciona. Asi, mientras el espectro de la
Fig. 3., cuando su serie de datos ha sido fraccionada en
tres segmentos, muestra una reduccion aceptable en las
amplitudes ruidosas (y permite eliminar posibles picos
al no mantener éstos su posicién y tamano relativos en
el espectro) (Fig. 5.), la misma serie, fraccionada en
12 partes, muestra ya un deterioro notable debido a la

reduccién en las amplitudes de los picos de senal (Fig.
6.).

En consecuencia, se puede lograr una efectiva
reducciéon de ruido aleatorio en aquellas afortunadas
ocasiones en las que se dispone de varios registros
independientes {x;,y;}n obtenidos con el mismo proce-
dimiento de medicién. El promedio de los espectros de
amplitud {(F)}, dados por la TRF de esos registros
proporciona, entonces, una versién mdas “limpia”del
espectro que contiene a los picos de senal interesantes
porque la superposiciéon afecta, ahora, a las amplitudes
no coincidentes (aleatorias) pero no disminuye la po-
tencia contenida en las componentes periddicas (Fig. 7.).

3. EL PROBLEMA DE LANTERGIVERSACIC’)N DE
SENAL

Si el propésito principal del tratamiento de los
datos es la busqueda de periodicidades significativas,
entonces la tergiversacién constituye el problema central
a resolver pues, en principio, cualquier pico de senal en
el espectro para datos postmuestrados es sospechoso de

frecuencia

o 8 16 24 32 a0 as 56 64
frecuencia

Figura 6. Fraccionamiento en 12 segmentos filtrados (de 128
puntos cada uno) para los datos correspondientes al espectro
de la Fig. 4.
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Figura 7. Superposicién (promedio) de las TRF para 6 re-
gistros independientes sobre el mismo procedimiento experi-
mental de la Fig. 4.

ser un “alias”.

Los alias son picos espurios que corresponden a fre-
cuencias altas, digamos v,, y que son reflejados sobre
una frecuencia baja

vy, = 2nry — v, (2)

donde vq es la frecuencia de Nyquist y n algin nimero
entero. La figura 8. ilustra claramente el efecto: una
sefial de alta frecuencia (periodo T) es digitalizada
con un lapso de muestreo At > T'; el resultado es una
serie temporal (puntos oscuros) que representa a una
senal de baja frecuencia; esta sefial -no la original-
es la que realmente interviene en el mecanismo de la
transformada digital y conduce a un pico falso en el
espectro respectivo (Fig. 9.).

Evidentemente, pues, en los hechos la senal de
entrada es sustituida por otra de menor frecuencia.
En el dominio frecuencial del andlisis de Fourier, esa
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Figura 8. Senal de periodo T=0.53 [s] muestrada cada segun-
do. La senal digitalizada es la que se corresponde con la serie
de circulos llenos (muy obviamente de frecuencia mds baja).
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Figura 9. Espectro de amplitud para la senal digitalizada de
la Fig. 8. El pico en v = 116 es un “alias”del que deberia
aparecer en v = 1932 para un registro con 1024 datos(2048-
1932=116).

senal de entrada es invisible. Un inconveniente adicional
de la tergiversacién, cuando el proceso de digitalizacién
no ha sido apropiado o se desconoce, es que todo pico de
senal es, en principio, sospechoso de ser alias de alguna
otra senal "verdadera”. El PSD no permite inferir la
frecuencia de la senal verdadera pues la ec. (2) admite
infinitas soluciones para v, y vy dadas.

Existe, sin embargo, un muy antiguo método
estadistico de estimaciéon espectral basado sobre la
propiedad de interferencia de dos o mdas trenes de
onda y que, por brevedad, lo denominaremos ”método
Maxvar”. El algoritmo asociado es el siguiente [5] [6]:

Suponiendo que los datos tienen la forma general

k
Yi = Z Arpsen(wyi — ¢p) (3)
r=1

con w, = 21/T, y At = 1 (unidades arbitrarias), los
promedios sobre términos como z,(1) = A,sen(w,i — ¢;)
son, estadisticamente,

(2) x fOT sen(wyz — ¢r)dx =0

cuando las z,(i) estan fuera de fase o, mdas bien, en las
diferentes fases de la funcién trigonométrica y

(zr) = (A, sen(6,)) = A,sen(6,)

con 8, = ¢ — ¢, si las cantidades z,() estdn en fase,
esto es, si sus argumentos se relacionan mediante alguna
constante ¢ segin w,i >~ 27 + c.

Esto implica que cuando los datos son ordenados
en arreglos de § filas y a columnas y promediados por
columnas:

Y1 Y2 Ce Yo
Ya+1 Ya+2 e Y24
Y2a+1 Y2042 o Y3«

YB-1)a+1 YB-1a+2 - YBa

m ms s mé

las medias m{ son pequenas y homogéneas entre si
(cuando los términos de las columnas estan fuera de fa-
se) o estdn dispersas en las diferentes fases de una sefial
ondulatoria (cuando los términos de cada columna estén
es fase). Consecuentemente, si se calcula la varianza

sa = ((m® —ma)?) (4)

con my = (M) =Y o ms, y la serie de razones

do =2 (5)
Yy

donde s, es la desviacién tipica del registro entero, A,
debe ser un maximo relativo cuando a marca un periodo
o un miltiplo entero del periodo 7). en el arreglo con «
columnas. Para una senal armoénica, es facil demostrar
que sy & Aa/\/ﬁ y, por tanto, para datos de la forma
(3), se debe cumplir la restriccién aproximada

k
2., N A
Sy"’z 2

para las A que constituyen maximos relativos.

k
= > Xl (6)
r=1

El andlisis Maxbar es lento y tedioso, en general,
por lo que requiere de &giles rutinas de cdlculo y
graficado. Por ejemplo, el diagrama Maxvar para la
senial tergiversada de la figura 8., que se muestra en
la figura 10., exhibe repetitivamente todos los picos
compatibles con la tnica periodicidad contenida en
el registro. Las figuras 11. y 12. contienen el detalle
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de las alturas de las A, que son relevantes al andlisis.
No obstante que existen méximos relativos compa-
tibles con la frecuencia v = 116 proporcionada por
la TRF, el hecho de que las alturas de las A, para
a = 53,106,159 etc., sean iguales a la unidad es una
clara y definitiva indicacién de que la frecuencia v = 116
(correspondiente a un periodo T' = 8,83) es un alias.
La frecuencia correcta se halla haciendo que la ec. (2)
se satisfaga para el periodo menor a la unidad del cual
T=53 es multiplo, esto es, como 1024/,53 ~ 1932 y
2(1024) — 1932 = 116, deducirfamos que que la frecuen-
cia correcta presente es 1932 y no 116. En muchos casos,
el procedimiento es ya util cuando permite descartar
picos del espectro detectados como alias, atn si las fre-
cuencias ”verdaderas”no fueran univocamente ubicables.

o &4 128 192 256 220 384 448 512
periodo

Figura 10. Diagrama Maxvar para la senal digitalizada de
la Fig. 8. El pico en T = 53, por tener una altura A =1
indica que la tnica frecuencia presente debe ser compatible
con algin multiplo de ese periodo.

Asi, para los datos considerados en este articulo, cuya
TRF, menos afectada de ruidos, se muestra en la figura
7., el procedimiento Maxvar rinde el nutrido diagrama
de la figura 13. En la figura 14. aparece el detalle de los
primeros 60 puntos. Los picos en v = 193 y v = 293 del
espectro TRF (Fig. 7) quedan confirmados con los picos
en T = 7,14,21, ... (multiplos de T' = 3,5 ~ 1024/293)
y T = 53 (mdltiplo de T" = 5,3 ~ 1024/193), pero el
pico en v = 40 de la TRF deberia aparecer bastante
bien representado en el Maxvar por ejemplo en T' = 256
(multiplo de T = 25,6 ~ 1024/40); sin embargo, la
figura 15. no muestra un mdaximo relativo para ese
periodo. La conclusién es que la frecuencia v = 40 del
espectro TRF es un alias.

No es plausible que el método Maxvar pueda ser
usado sistemdaticamente para un andlisis espectral
efectivo. Sin embargo, los ejemplos presentados lo
hacen un excelente auziliar en la inspeccién detallada
de periodicidades significativas dentro de registros
experimentales no necesariamente orientados hacia el
procesamiento de senales. Su efectividad, naturalmente,

1 T T
0.8 —
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rUl:l.6 — —
-
E=] — —
£
=
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0.2 —
o 10 20 30 40 50 &0
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Figura 11. Detalle del diagrama Maxvar de la Fig. 10. mos-
trando los primeros 60 puntos el pico en T = 53 es ahora
evidente.
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Figura 12. Detalle del diagrama Maxvar de la Fig. 10. con la
confirmacién de que el unico periodo presente es un submulti-
plo de T = 53.

estd condicionada también a la calidad precisién y
tamano de las series de datos disponibles.

El andlisis puede, eventualmente, ser mejorado tam-
bién con el cauteloso empleo de filtros postmuestrales.
En buena parte de los casos, principalmente porque el
contenido de los datos que nos ocupan es casi siempre
desconocido (en términos de propiedades de serial) un
filtro de los tipos Hanning, Hamming o Blackman

w(i) = 3 [1 = cos ()]
w(i) = 0,54 — 0,46¢c0s (*71)
w(i) = 0,42 — 0,5cos (2) 4 0,08cos (2)  (7)

n
(0 <i < m) [1] [2] [3] debe ser suficiente cuando ciertos
picos se encuentran muy préximos o se sospecha que
algunas amplitudes de ruido se deben a filtraciones
producidas por efecto de los bordes (tamafio) del
registro. Los datos filtrados y(i) = z(i)w(i) admiten
todo el andlisis precedente y la eleccién de uno de los
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Figura 13. Diagrama Maxvar para el mismo registro usado
en las TRF de la Fig. 3.

periodo

Figura 14. Detalle del diagrama Maxvar de la Fig. 13. Los
picos sucesivos en 7,21,28, ... y el pico en 53 concuerdan con
las frecuencias 293 y 193 de la TRF, respectivamente.

filtros (7) depende enteramente de la bondad de los
resultados que se obtengan (ver Figs. 5.y 6.).

4. CONCLUSIONES

Muchos mas ejemplos de los que se ha presentado
podrian ilustrar con mayor detalle los particulares pro-
blemas que se presentan en un andlisis espectral sobre
datos ¢rudos”de los cuales se desea extraer informacién
sobre periodicidades significativas. Una gran parte de ta-
les registros postmuestrados han sido obtenidos sin gran
preocupacion por su posible tratamiento de senal y, por
tanto, su digitalizacién no ha implicado técnicas de fil-
trado de altas frecuencias, ruido aleatorio o ruido rosado.

Las técnicas asociadas al andlisis espectral de
Fourier, poderosas y precisas cuando los datos son
preparados con ese propdsito, pueden rendir resultados
imprecisos 0 ambiguos cuando el muestreo de las medi-
ciones se desconoce. En esos casos, la pertinencia de los
equipos de medicién ya no es un tema de discusion y el

lambda
[=]
-y

0.2 1 1 1 1 1
250 252 2549 256 258 260

periodo

Figura 15. Detalle del Maxvar de la Fig. 13. No existe un
méximo relativo en 256 (esperado de acuerdo con la TRF).

andlisis debe basarse enteramente sobre procedimientos
numéricos apropiados. Entre las técnicas conocidas,
generalmente las de atenuacién de ruido aleatorio y el
empleo de rutinas de computo debidamente probadas,
incluyendo las de filtrado de sefial (ec. (7)) todavia
pueden ser usadas con mucho éxito en combinacién con
la transformada réapida de Fourier.

Sin embargo, el efecto de tergiversacién de seial,
verdadera o potencialmente implicada en un registro
de datos, plantea un problema insoluble para la trans-
formada de Fourier digital; sobre todo porque ésta
actia sobre el dominio actual de frecuencias de la sefial
digitalizada de entrada; todas las recomendaciones en
relacién a evitar la presencia de senales con frecuencias
superiores a la frecuencia de Nyquist estdn orientadas
precisamente a prevenir las ambigiiedades consecuentes.
Por tanto, una vez que el muestreo ha tenido lugar, es
poco lo que el andlisis espectral basado sobre la TRF
puede hacer para detectar frecuencias espurias.

Se ha tratado de mostrar, a lo largo de este trabajo,
que la combinacién de las técnicas de la TRF con el
método Maxvar de estimacién espectral (ya obsoleto
para ese fin) puede lograr, en principio, la deteccién
de periodicidades tergiversadas (alias) en el espectro
asociado a registros postmuestrados, permitiendo el
aislamiento de periodicidades significativas para un
andlisis posterior. La importancia de disenar meca-
nismos de detecciéon de alias radica, justamente, en
garantizar la exactitud de las conclusiones que se
desprenden luego del tratamiento espectral, que pueden
tener implicaciones fatales al momento de interpretar
fisicamente el contenido de los registros experimentales
que contienen periodicidades interesantes.

El método Maxvar, por su naturaleza estadistica y
por actuar solamente en el dominio de los periodos de
las senales, es ajeno a las propiedades de la TRF y pro-
cedimientos asociados. En muchos casos, es muy sensible
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inclusive a periodicidades con nivel senal-ruido muy ba-
jo. Ademds, su programacién para el cémputo electréni-
co es muy simple, como se sigue de la tabulacién de datos
y las ecs. (3) 4 (6). El nimero de posibles arreglos para
n datos es, claro, n (de los cuales sélo n/2 proporcio-
nan amplitudes significativas) por tanto, las rutinas de
célculo son muy répidas para registros de tamafo ra-
zonable. Y, finalmente, puesto que ha de ser empleado
Unicamente como un auxiliar en el andlisis global, los
tediosos procedimientos que su empleo como método de
estimacién implican, ya no son necesarios.
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RESUMEN

Se presenta un modelo de galaxias espirales obtenido con la resolucién de las ecua-
ciones de fluido normalizadas con la densidad de Hubble y el radio de retorno de capas
que se alejan de la expansién homogénea de Hubble. Con esto, el problema se convierte
en autosimilar. Se consideran dos componentes: gas colisional y materia no colisional
(materia oscura y estrellas), cuya dnica interaccién es la gravitatoria. Para la resolucién
se realizan ciertas aproximaciones: primero se hallan las soluciones correspondientes a
valores grandes de la variable autosimilar y luego se utilizan estas soluciones para linea-
lizar las ecuaciones originales, adoptando, ademas, condiciones de equilibrio hidrostatico
en las direcciones distintas a la radial. Se consideran procesos de formacién estelar a
través de términos de sumidero de masa, momento y energia que son adicionados a las
ecuaciones de fluido. Se hallan soluciones para las variables termodindmicas y para el
campo de velocidades que reproducen de buena manera la estructura de brazos (se con-
sideran soluciones con dos brazos), la forma de disco y las curvas de rotacién de galaxias
espirales. El modelo también es aplicable a la representacién de la estructura y dindmi-
ca de la materia no colisional. En particular, se obtiene la estructura y dindmica de la
componente de estrellas formadas. El modelo es confrontado con observaciones. Para
ello se realizan ajustes a la estructura de brazos de las galaxias NGC 157 y NGC 5247
y a las curvas de rotacién de las galaxias NGC 3198 y NGC 342, obteniendo un buen

acuerdo en ambos casos.

1. INTRODUCCION

Existen soluciones para el colapso cosmolégico se-
cundario sobre una perturbacién sobredensa inicial [1,3].
Ellas corresponden a un colapso esférico de un fluido po-
litrépico que progresivamente se aleja de la expansién
homogénea de Hubble. Luego de que una primera capa
se aleja de la expansién y comienza a colapsar, otras ca-
pas le siguen, alcanzando un radio maximo de expansién,
Tea(t) o t8/9 y colapsando luego hacia la perturbacién
central. Bertschinger [1] considera un gas colisional (di-
sipativo) y con simetria esférica que, luego de alejarse
de la expansién, es alcanzado por un choque, de manera
que el fluido llegue al reposo en el centro de la distri-
bucién, evitando asi que las capas de masa colapsantes
se crucen. También, décadas atrds (Burbidge [9]), se ha
considerado la formacién de estructuras galacticas con
brazos espirales. La forma planteada en este caso consis-
te de una funcién arménica cuya fase no sélo es funcién
de la variable angular sino también de la variable radial
(distancia al centro galactico) y del tiempo. En el modelo
planteado aqui se presenta un punto de vista alternati-
vo: Ademas del gas colisional se considera también la
presencia de materia no colisional (materia oscura y es-
trellas); el gas no es alcanzado por un choque, de manera
que, luego de alejarse de la expansion, se da el colapso
hacia la perturbacion central; adicionalmente, la materia
estd animada de rotacién, de forma que, a medida que el

sistema colapsa, el gas adquiere una estructura de bra-
zos espirales que van enrolldndose progresivamente; y si
se consideran velocidades polares no despreciables (el eje
de rotacién define los polos galcticos) el sistema se con-
densa hacia el plano de simetria dando una estructura
de disco.

2. MODELO
2.1.  Ecuaciones de partida

Se considera un fluido con interaccién gravitatoria,
cuyo comportamiento estd descrito por las ecuaciones de
continuidad, de Euler y del flujo de energia, las cuales,
respectivamente, son:

Lpp=7) =0,

donde p es la densidad, @' es la velocidad, p es la presion, v
es el indice politrépico y § es la aceleracién gravitatoria.

La aceleracién gravitatoria tiene la siguiente expre-
sion:

21
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7=GV [ 2D,

=]

(2)
pT = p+ pPNC-
Aqui pr es la densidad total de materia: incluye la den-
sidad del gas colisional, p, y la densidad de la materia
no colisional pn¢.
En el caso de la materia no colisional debe conside-
rarse una presién nula en las anteriores ecuaciones.

2.2.  Normalizacion

Para la normalizacion de las variables dependientes e
independientes se usan la densidad de Einstein-De Sitter

2], .
pu(t) = reToE (3)

y el radio de retorno de las capas de masa colapsantes

[1],
ria(t) = 7'(75)8/9 o 89, (4)

La normalizacion, en términos del sistema de coorde-
nadas esféricas, se da de la siguiente manera:

a. Posicién:

BE=(00.6), A== ()
b. Velocidad:
i) = " D7 0,0), (6)
c. Densidad:
p(7,t) = pu () D(A, 6,9), (")
d. Presion:
ot = (22D yP00,0), )

e. Masa:

(7, 0) = Sron(Ora (MO 0,6),  (9)

El radio de retorno es la unica escala de longitud que
es funcién del tiempo, por tanto, con la anterior norma-
lizacién, el sistema resulta ser autosimilar, es decir, dada
la escala fija A, es invariable en forma y apariencia para
todas las escalas 7 = A78/9.

Con las variables asi normalizadas, las ecuaciones (1)
toman las siguientes formas adimensionales:

Vi(DV)—2D - 3AD' =0

)
(10)
donde las primas indican derivadas parciales respecto de
A

2.3. Forma explicita de las ecuaciones en coordenadas
esféricas
Siendo
V= (Va, Vo, Vy) (11)

la velocidad adimensional expresada en términos de sus
componentes en coordenadas esféricas y dadas las si-
guientes definiciones:

(12)
— Ve - P
Ug (12172 n="o>
r(R"
7=

las ecuaciones (10) toman las siguientes formas explicitas
en coordenadas esféricas:

(ux — X)D' + 2Duy + Du), — 2D

—%(D%ue + uaaixD) + %(Da%ugb + “cba%D) =0,

(13)
(ux — g/\)u’A — éuA — %ua%ux + %u(pa%u)\
(14)
+ A0 =37,

(uy — %/\)ug — %ue — %ue%u(; + 5 (u¢ F5U0 — X 2“0)
1-x% (8 o) _ _21-x* 5
—S-(gnt 35, D) = 55554

(15)
(ux = g\ Uy = Gug + xUpagty — xus(grts — 5z Us)
1 9 8 _ 1 8
+xa (567 + Bog D) = 3=y 95 2
(16)
( Uy — _/\)77 - _77 - _U0 3X77 + u¢a¢n
(17)

+(v = Dn(Fur +u) — %%ug—l—%%ud)) =0.

2.4. Aproximacion radial

Como una primera aproximacion, se consideran las
soluciones para A suficientemente grande, a la cual se
llama aqui la aproximacién radial. Con ésta considera-
cién, las ecuaciones (13—17) se reducen a las formas:
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AD'+ 2D =0,

—§hu — gux —+n' + 0’5 =37,

Auj + gug =0, (18)
Auj + gug =0,
an' + in =0,

con soluciones (representadas con el supraindice r para
esta aproximacién):

Dr = D0>\_9/4, 7r — MTﬁDO(l + €)>\_1/4,

’U& = A()Ail/g + [g’l’][) 32”(1 + E)DU]A 5/4
(19)

—1/8 —-1/8
) )

ug = VoA up = apA

nr = 770>\_1/47

Bajo esta aproximacidn, la integral de la contribucién
gravitatoria del fluido, Z, resulta proporcional al factor
(1+4¢), donde € es el cociente entre la masa de la materia
no colisional y la masa del gas colisional.

2.5. Pardmetros

Primeramente se considera el pardmetro de soporte
rotacional, definido como el cociente entre la aceleracion
gravitatoria y la aceleracion centrifugas:

Gm(r) _ 32w Do(1+¢€)

2_ 9 _ Q2<4m
By = 27 v} ’

9o ve(r)’r
donde v, es la velocidad circular del fluido y m(r) la masa
total dentro del radio r. Para hallar la dltima igualdad
se ha usado la aproximacion radial.

Anélogamente se tiene el cociente entre la aceleracién
del gradiente de presién radial y la aceleracion centrifu-

ga:

(20)

T%P(T) 5 1o
verp(n) 203
donde, como antes, se ha usado la aproximacién radial

para obtener la dltima igualdad.
Luego, es conveniente introducir el pardmetro

fr=- 21)

=06, — 5, (22)

para medir el grado en que los efectos gravitacionales y
de los gradientes de presién radial se diferencian.
También se definen las amplitudes de las velocida-
des u} y up en términos de la amplitud de la velocidad
circular:
Ap ao

U 23
A= T (23)

De esta manera, dichas velocidades quedan expresa-
das como:

~1/8
(24)
Por ultimo, es 1til introducir un pardmetro que mida
el grado en el que el efecto del segundo término en u} se
aparta del efecto del primero, a éste se define como Q:

uy = vooA A"/ — g AXEAT 5/4 Uy = VoOpA

s 9

Xo = 35(% +3). (25)

2.6. Equilibrio Hidrostdtico
En este modelo se consideran condiciones de equili-
brio hidrostético en las direcciones 6 y ng, en tal caso se
anula la suma de los términos de gradientes de presion y
gravitacionales de las siguientes expresiones correspon-
dientes a esas direcciones:

(26)

En el caso radial no se da el equilibrio hidrostético a
menos que x2 = 0.

2.7. Formacion Estelar

Se modelan los efectos de procesos de formacion es-
telar introduciendo términos de sumidero de masa, mo-
mento y energia en las ecuaciones (1):

donde s denota a esos términos.
Se plantean las siguientes formas para los términos
de sumidero:

(2p7)s = aiipV .7, (28)
(58)s = al(y - V.7,
de manera de tener:
dtp - (CK - ]')p6 _')
L (p¥) = —Vp+ pg + (a — 1)5pV .7, (29)
#(®) = (@-1(y- DLV,
con
0<axl (30)
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Asi, por ejemplo, si Vi <0 y a > 0, se tiene
dp/dt > 0, pero a una tasa menor debido a la formacién
de estrellas. El pardmetro o determina la intensidad de
los procesos de formacién estelar.

Con la introduccién de la formacién estelar, las ecua-
ciones normalizadas (14), (15) y (16) no cambian de for-
ma, pero las ecuaciones (13) y (17) se modifican a las
formas:

(ux — 3A)D' + (1 — a)3Duy + (1 — a)Duy, — 2D
—3[(1 = @)D gkug +ug 3= D]

+3[(1 = @)D gpug +uy 55 D] = 0,

(31)
(ux — §' — 31— Sug g5 + 3Uus 725
+(1 = a)(y = n(Fux +ul — 5 gxuo + 5 p5us) =0,
(32)
respectivamente.

2.8. Linealizacion de las Ecuaciones

Como siguiente aproximacion se introducen los re-
sultados de la aproximacién radial en los coeficientes y
términos de inhomogeneidad de las ecuaciones (14—16)
y (31—32). Como resultado, todas ellas quedan con las
siguientes expresiones:

(u} — %)\)D’ +(1- a)D(%u’;\ +u}') — 2D

(33)
9 9
UaaXD+ “;MD_O
(UA - _>‘) - _UA - lugﬂux + U¢88¢U,>\
(34)
+n(L= + Doy=2DZ_,
(uf — EN)uh — Lug — %u’é%ue + %U;%UG
(35)
_§#U§U9 =0,
8 1 1,r0 1,r 9
(Ul — g )ug — gUs — XUGF U + XUG 5o
(36)
+3X sugug =0,
(u} = SN0 = 30 — supan + suf 350
(37)

+(1—-a)(y - l)n(%ug +u}') =0.

2.9. Soluciones

Se plantea la siguiente forma general para las solu-
ciones del conjunto (33—37):

A = F@MN+IxD Z A (X, x)eimpN+e) (38)

donde k£ < 0 es un pardmetro que sirve para dar el grado
de achatamiento del sistema, y donde las funciones ¢ y
(p obedecen las ecuaciones:

” 8 1 T
(u} — §>\)1/)' A 0 (39)
Y 8 1
(uf — 5)\)90' + Xug = 0. (40)
Definiendo la variable
w= /\79/87 (41)
las soluciones de (39) y (40) son:
16 16
() = gooUw), o) =-5Ulw), (42)
donde
1 2uoX2u + o
U(p) = 0 —tan {790 . (43)

En lo que se refiere a las soluciones en la variable ¢,
en este modelo se consideran sélo los términos corres-
pondientes a m = 0 y m = 2; ésto con el fin de obtener
una estructura de dos brazos espirales en la distribucién
de la materia. Entonces las soluciones tienen como factor
a la funcion:

QA ¢) = 1+ dcos(2[p(X) + ¢]), (44)

donde ¢ es un pardmetro que sirve para regular el grado
de contraste de los brazos en el modelo.
Definiendo las funciones

b(p) = §(W3xgH* — voorp) + 1,
(45)
W(p) =U(p) = U(0),

las soluciones son las siguientes:

2

ﬁe*§(1*40‘)"*WW)@“’““”‘"”Q(# )
b u o ) )

D = D,
(46)

p e~ 3l —D(A—a)—Floa W (n)

n="o b(p) 5=/

xek@m+XDQ(u, ¢),
(47)

1/9

_H T AWk k(v (w)+IX])
b(j0) 178 e Q(p,9),  (48)

V¢:U0
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Vo = 09V¢, (49)

W\ = V¢[U)\ -I-’Uo{

i

52f“e*%[(vfl)(lfa)fﬁ]axw(u’) —/7
»Jo b(u') B~ D(L-e)/3

_ 32 [H oI -SaloaW(w) ___du'
By Jo 75l b(u,)[%ww}]

(50)

Estas soluciones son aplicables tanto al gas colisional

como a la materia no colisional. En el caso de la materia

no colisional debe tomarse 179 = 0 y hacer el cambio
a— —a.

3. ESTRUCTURA OBTENIDA

Se aplica la solucion para D dada en la seccién an-
terior a fin de visualizar la estructura del gas colisional
correspondiente a ciertos valores de los parametros del
modelo (Figura 1). Como puede verse, se obtiene una
estructura de disco con dos brazos espirales que se van
enrollando progresivamente hacia el centro de la distri-
bucién, dando la imagen de una galaxia espiral.

Considerando los mismos valores de los pardmetros
dados en la Figura 1, en la Figura 2 se muestra el perfil
de densidad, en la Figura 3 se grafica la funcién 7 y en
la Figura 4 se da la velocidad circular promediada en la
variable ¢. En los tres casos se considera y = 0, es decir,
la variable A es la distancia al centro de la distribucién
medida sobre el plano z = 0. La forma de la curva de
rotacién es semejante a las obtenidas observacionalmen-
te para galaxias espirales, con una regién empinada al
comienzo y una forma casi plana para valores mayores
de la distancia al centro.

4. COMPORTAMIENTOS ASINTOTICOS
4.1. Caso X> 1

En este caso se tiene que:
Vy x Vy V¢ X )\_1/8,

D oc A9/4,
(51)
noc ATVt 5 P o ATH/2,

M o \3/4,

Los cuales son los escalamientos dominantes encon-
trados por Bertschinger en el colapso secundario esférico

[1].

42. Caso MK 1

Para este caso:

Figura 2. Perfil de densidad para los valores de los pardmetros
dados en la Figura 1 y para x = 0.

Figura 3. Funcién n para los valores de los pardmetros dados
en la Figura 1 y para x = 0.

V)\O(V90(V¢O(1,

D o A"ill-a)
(52)
poc AE0mD0-a) L p o y—iv(i-a),

M ox \1(1+a/3),

Notemos que a pesar de que la densidad diverge hacia
el origen, la masa tiende a cero cuando A — 0.

5. APLICACION DEL MODELO

A fin de contrastar el modelo obtenido con datos ob-
servacionales, se realizan dos ajustes a la estructura de
brazos de dos galaxias espirales y otros dos ajustes a las
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1 T T T
0.5 | -
N 0k -
-0.5 | =
1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Yy
0.1 T T T T T
0.05 | =
-0.05 -
-0.1 | | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 1. Estructura obtenida y contornos de densidad para vo = 2, o = =5 x 1072, 0 = 5 x 1073, Qo = 0,05, k = —25,
a =0y d =1 (para una mejor apreciacién, se ha ensanchado el tamano vertical de la imagen de los contornos de densidad en

el plano (x,z)).

TABLA 1
Parametros obtenidos con el ajuste a la estructura
de brazos.
Galaxia Vo on Q0 X3
NGC 157 | 218 —-38 04 42
NGC 5247 | 59,2 —-21 14 18

curvas de rotacién de otras dos galaxias. Los resultados
se dan a continuacion:

5.1. Ajuste a la Estructura de Brazos

Se consideran dos galaxias espirales, NGC 157 y
NGC 5247, cuyas inclinaciones respecto al plano per-
pendicular a la linea de visién pueden considerarse su-
ficientemente pequenas como para que los datos no se
vean afectados apreciablemente por su efecto. Los da-
tos de estas galaxias fueron obtenidos de la base de da-
tos OSUBSGS (Early Data Release) [4] y consisten de

un conjunto de valores de intensidad en un arreglo bidi-
mensional de pizels. La Figura 5 muestra las imagenes
de estas dos galaxias.

El procedimiento se ha aplicado sélo a las trazas de
los brazos espirales, es decir, se han elegido sélo los pizels
correspondientes a los maximos locales en intensidad co-
mo trazadores de la estructura espiral. Estos puntos ele-
gidos se muestran también en la Figura 5. Las posiciones
de los mismos se refieren al punto correspondiente al pi-
zel con la intensidad més alta, el cual es tomado como
origen del sistema de coordenadas (z, y).

Como se trata de los maximos locales de intensidad,
se toma como funcién de ajuste aquella que se obtiene
del maximo de la funcién Q(u, ). Esta funcién resul-
ta dependiente de cuatro parametros, los cuales son los
parametros del ajuste, y tiene la forma:
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(c) (NGC 157)

o
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Figura 5. Anélisis de la estructura de brazos: (a) Imagenes de las galaxias estudiadas (tomadas de ref. [4]), (b) Trazas de los

brazos espirales. (c) Ajuste a las trazas de los brazos espirales.
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TABLA 2

Parametros obtenidos con el ajuste a la curva de rotacion.

Galaxia Vo o Qo X2 kog
NGC 3198 | 174,3 —-88x 1073 1,7 x 1072 10— —-72x 1073
NGC 342 | 3558 4x 1073 0,01 32x107°% —-35x1073

(a) (NGC 3198)
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(b) (NGC 3198)

The NGCMC Praject

NGC 342

Tne NGZ/IC Praject E.E.

(a) (NGC 342)

200 ﬁ
— '00”; =3} DD.DEIE]H..E.D"-D---.E..Eu.n--
§ 180 F g .
3 ]
5 &
160 F o -
2 d
n
o $
140 —5 I
120 |D 1 1 1
0 5 10 15 20
S

(b) (NGC 342)

Figura 6. Andlisis de la curva de rotacién: (a) Imdgenes de las galaxias estudiadas (tomadas de refs. [7] y [8]), (b) Ajuste a las

curvas de rotacion.

(@) = artan[az(¢ + az)] — a;

— S0 — %%

ay = 2”09(3’ a2 = 16 ° (53)
— — [2DN

az = Yo, A4 = 200X2’

donde ¢y es sélo un término de fase en Q(u, ).
El ajuste es realizado con el método de Levenberg-

Marquardt [5], el cual es mostrado en la Figura 5. Los
parametros en cada caso son mostrados en la Tabla 1.

5.2. Ajuste a la Curva de Rotacion

Se aplica el modelo obtenido a las curvas de rotacién
de las galaxias NGC 3198 y NGC 342, cuyas imagenes
se muestran en la Figura 6. Los datos fueron tomados de
la ref. [6]. Se utiliza como funcién de ajuste la funcién
Vs (ec. 48) promediada en la variable ¢ y valuada en
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(circular)

\Y%

Figura 4. Curva de rotacién en las que se representa la velo-
cidad circular promediada en ¢ como funcién del radio en el
plano z = 0. Se toman los valores de los pardmetros dados
en la Figura 1.

x = 0, la cual también puede ser expresada en términos
de cuatro parametros de la siguiente manera:

V(S) = (V. )(S) = a1 8Y/° ; aztanil(a35+a4);
(9) = (Vo)) = [ =22 %

1 T pan(2A
a; =vo(l +a3)ise 9" (ag)

o

as = 4= (ox + 16kay),

_ 21}0)(3
a = —q,

(54)
donde S es la distancia al centro galdctico medida sobre
el plano z =0 (x = 0).

Aqui también se utiliza el método de Levenberg-
Marquardt [5] para realizar los ajustes. Estos se mues-
tran en la Figura 6 y los parametros obtenidos son dados
en la Tabla 2.

6. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo para galaxias espirales
en una situaciéon correspondiente al colapso cosmolégico
autosimilar sobre una perturbacién sobredensa inicial,
posterior a la expansién de Hubble en un universo de
Einstein-De Sitter (2 = 1).

Se parte con las ecuaciones de un fluido ideal con in-
teraccién gravitatoria, la cual, tiene la contribucién de
dos componentes: el gas colisional (fluido con presion),
conformado por el material interestelar, y la materia no
colisional (fluido sin presién), conformada por materia
oscura (posiblemente neutrinos) y estrellas. Ademds se
propone un modelo que tome en cuenta los procesos
de formacién estelar a través de términos de sumide-
ro de masa, momento y energia que son adicionados a

las ecuaciones del fluido. Luego se normalizan las va-
riables y las ecuaciones usando la densidad, el radio de
retorno y el tiempo de universo del modelo de expansién
estdndar, obteniendo un conjunto de ecuaciones hidro-
dindmicas que describen al sistema de forma autosimi-
lar, donde la unica escala espacial dependiente del tiem-
po es el radio de retorno. Realizada la normalizacién,
las variables dependen sélo de las coordenadas esféricas
(A o rt8/%.6,4). Dada la no linealidad de las ecua-
ciones resultantes se procede a realizar aproximaciones.
Primero, en la aproximacién radial, se considera el ca-
so en el que A es suficientemente grande y se obtienen
soluciones puramente radiales a fin de calcular de forma
simple el término de interaccién gravitatoria y de lineali-
zar las ecuaciones en una segunda aproximacién. Hecho
esto ultimo, se integran las ecuaciones resultantes para
obtener las soluciones del presente modelo.

Las soluciones obtenidas para las cantidades termo-
dindmicas y el campo de velocidades presentan dos ras-
gos comunes, a saber: poseen los mismos factores de es-
tructura espiral y de achatamiento hacia el plano de si-
metria perpendicular al eje de rotacién. Aunque podrian
considerarse diversos modos, se ha considerado sélo el
modo que da una estructura de dos brazos espirales, la
cual representa de buena manera la estructura de las dos
galaxias que fueron consideradas a fin de realizar una
comparacién del modelo con las observaciones. El factor
de estructura espiral posee un pardmetro, 6 que define
el grado de contraste de los brazos. Es de esperar que en
una mejor aproximacion este parametro sea reemplazado
por una funcién de A a fin de tener § — 0 (desaparicién
de los brazos) para valores de A suficientemente gran-
des. A este respecto debe resaltarse que el modelo ob-
tenido no posee fronteras donde las cantidades cambien
abruptamente sus valores a los dados por la expansién
homogénea de Hubble, lo cual podria lograrse introdu-
ciendo una onda de choque que se propagase hacia fuera
del centro de la distribuciéon. De todas maneras, en el
presente modelo todas las cantidades decaen siguiendo
leyes de potencias de A para valores de A suficientemen-
te grandes. Para estos casos, las amplitudes obtenidas
concuerdan con las del escalamiento dominante en las
soluciones del colapso secundario esférico [1]. Tal escala-
miento tiene la forma D = A=%/4D(\), P = A\=5/2P(\) y
M = N3/*M()\) paray > 4/3 y con D, Py M finitas en
el origen. En otras palabras, tenemos que el comporta-
miento asintético de las soluciones del presente modelo
para A suficientemente grande coincide con el comporta-
miento asintético de las soluciones del colapso secundario
esférico para A suficientemente pequenio (y v > 4/3). Sin
embargo, esto no es siempre cierto para el caso de la
velocidad radial, pues en el presente modelo esta se es-
cala como Vy o< oy A~1/8 para X suficientemente grande,
mientras que en el colapso secundario esférico esta velo-
cidad tiende a cero para A que tiende a valores pequenos;
la, coincidencia se daria sélo en el caso oy = 0. De cual-
quier manera, desaparece la necesidad de la introduccién
de un choque si se considera que las soluciones obtenidas
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en este trabajo son validas en las regiones mas interio-
res de un sistema colapsante que se ha alejado de la
expansién. Con respecto al factor de achatamiento, éste
posee un parametro, k, que da el grado de compactacién
del sistema galactico hacia su plano de simetria. En una
mejor aproximacion, se esperaria que el grado de acha-
tamiento disminuya a medida que A crezca, de manera
de tener soluciones con simetria esférica para valores de
A suficientemente grandes. Una posibilidad seria aquella
en la cual k& pueda ser reemplazado por una funcién de
A decreciente en valor absoluto. No se ha analizado ese
caso aqui y queda como una cuestién pendiente al igual
que el caso del pardmetro ¢ arriba mencionado.

La estructura obtenida es autosimilar, pues dada una
escala A fija, la estructura en una escala r al tiempo ¢
es la misma estructura en una escala v’ < r en un tiem-
po anterior t' < ¢, y viceversa. Asi, puesto que el grado
de enrollamiento de los brazos aumenta a medida que
A disminuye, dada una escala espacial fija, dentro de la
misma el grado de enrollamiento de los brazos aumenta
con el tiempo. Por otro lado, dada una escala A fija, lo
que determina el grado de enrollamiento es la amplitud
de la velocidad circular vp: a mayor valor de |vg|, mayor
el grado de enrollamiento. Puesto que el factor que de-
termina la estructura de brazos, (), se aplica a todas las
soluciones, la velocidad es mayor en las regiones donde
la densidad es mayor; en particular, la velocidad circu-
lar en las regiones donde los brazos son mas intensos es
mayor que la del resto.

Para valores muy pequefios de v3x3 y v,0, los com-
portamientos para todo A no se alejan mucho de los com-
portamientos para A > 1. En este caso, con valores muy
pequenios de k y de 6, las estructuras serian esferoidales
(semejantes a las galaxias elipticas). En este punto apa-
rece una cuestion mas delicada: En las galaxias espira-
les observadas dominan dos componentes, una de disco,
donde esta el gas y se forman estrellas jévenes, y otra de
halo, donde se encuentran mayormente estrellas viejas
y hay ausencia de gas. La del halo tiene una estructura
esferoidal, con una densidad de estrellas que crece hacia
el centro galactico, dando la imagen de un bulbo central.
Ademas, la rotacion del halo es pequena frente a la del
disco. Estas diferencias indican que en una misma escala
A conviven dos estructuras para las cuales los pardme-
tros del modelo serian diferentes. El modelo presentado
aqui no puede explicar este dilema, se limita sélo a repre-
sentar de buena manera ambos tipos de estructuras. Se
podria pensar que inicialmente los pardmetros eran los
mismos para ambas componentes y que posteriormen-
te al inicio del colapso éstos fueron cambiando debido a
procesos de disipacién y formacion de estrellas.

En lo que respecta al modelo de formacién estelar
propuesto, éste ha permitido obtener la distribucién de
estrellas de todos los tipos formadas a partir de una com-
ponente gaseosa con parametros de modelo definidos.

Sin embargo, este modelo aunque sencillo, dependien-
te de un sélo parametro, a, debe confrontarse con las
observaciones. Mas ain, en una mejor aproximacion, el
parametro a deberia ser reemplazado por una funcién de
A

Las curvas de rotacion obtenidas se ajustan de buen
modo a las curvas observacionales de las dos gala-
xias consideradas. La forma empinada cerca del centro
galactico es fuertemente dependiente del pardmetro koy;
en las regiones alejadas del centro la forma tiende a ley
de potencias \~1/8, que es la solucién de la aproximacién
radial.

El modelo presentado en este trabajo reproduce los
rasgos generales y tipicos de las galaxias espirales, mues-
tra un buen acuerdo con las observaciones y mantiene su
caracteristica autosimilar. A pesar de las aproximaciones
realizadas y de que no puede explicar la presencia de mas
de una componente con parametros distintos, representa
de buena forma cada una de ellas dando las funciones ter-
modinamicas, estructurales y dindmicas como funciones
de la posicién y del tiempo. En la discusion dada arriba
se presentan algunas de las varias cuestiones pendientes
a fin de lograr una mejor aproximacién en posteriores
trabajos.
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EL PENDULO ELASTICO CLASICO VISTO COMO UN PROBLEMA
CUANTICO CRISTALINO

Diego Sanjinés C.!

Carrera de Fisica—U.M.S.A.

RESUMEN

Se estudia la analogia entre el curioso comportamiento dindmico de un péndulo
elastico clasico en la llamada “resonancia 2:1”, y el problema espectral cudntico corres-
pondiente a un electrén cristalino que puede encontrarse en lo que equivaldria ya sea a
un estado metalico o a un estado aislante, de acuerdo a la teoria de bandas unidimensio-
nal en estado sélido. Ambos problemas, cldsico y cuantico, pueden describirse bajo un
mismo formalismo matematico, que comprende el estudio de la ecuacién de Mathieu y
sus propiedades analiticas. Como resultado de esta investigacién tedrica, se encontré que
el fenémeno clédsico de la “resonancia 2:1” corresponde a un nivel energético prohibido
(brecha), lo que implica que el electrén cristalino se encontraria en un estado aislante.
En ausencia de esta “resonancia”, el electrén se encontraria en un estado metalico.(?

1. INTRODUCCION

El péndulo elastico clasico puede considerarse, en el
caso mas simple, como un sistema mecanico con dos gra-
dos de libertad, r y ¢ (Fig.1), de tal forma que ambas
variables dependen del tiempo simultaneamente. La. osci-
lacién correspondiente a 7 (t) puede referirse como “modo
longitudinal” (o eldstico), mientras que la oscilacién co-
rrespondiente a ¢(t) serd referida como “modo pendular”
(o angular). Generalmente, para un valor arbitrario de
la masa m, se encuentra que el péndulo eldstico oscila en
el modo longitudinal si es excitado inicialmente en ese
modo, por ejemplo, a través de las condiciones iniciales

r(0) = ro +mg/K + Ar,  #(0) =0, 1)

¢(0)=0(), 4(0)=0,

asi como también oscila en el modo pendular si es exci-
tado inicialmente en ese modo, por ejemplo, a través de
las condiciones iniciales

r(0) =ro+mg/K, 7(0) =0, (2)

$(0) = ¢o,

'Email: sanjines@fiumsa.edu.bo

2La analogfa entre los problemas cldsico y cudntico tal como
se presenta en este trabajo, reviste un interés pedagdgico sin un
mayor compromiso con predicciones fisicas experimentales, en vis-
ta de las restricciones tedricas del modelo usado, por ejemplo, la
teoria de bandas en una dimensién.

3Esta aproximacién se refiere a la imposibilidad fisica real de
lograr que el sistema comience a oscilar en forma ezactamente
vertical, lo que tendréd implicaciones relevantes més adelante.

Figura 1. Péndulo elastico en régimen de pequenas oscilacio-
nes con grados de libertad r(t) y ¢(t).

Sin embargo, para ciertos valores particulares de m,
se da la curiosa condicién de que el modo inicialmente
longitudinal pasa a ser completamente pendular después
de un ndmero de oscilaciones, regresando nuevamente
al modo longitudinal. Este comportamiento se repite en
forma alternada mientras se va disipando la energia ini-
cial del sistema. Formalmente se dice entonces que para
aquellos valores particulares de m, los modos longitudi-
nal y pendular se acoplan y la energia total del sistema
pasa de manera alternada de un modo a otro.

31
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La primera vez que este fenémeno llamé la atencién
del autor fue en ocasién de un experimento sencillo de
laboratorio basico [1] en el que se trata de determinar la
constante eldstica de un resorte por el método estatico y
por el método dindmico. Luego de un anélisis bibliografi-
co, se constatd que el fenémeno en cuestién ha sido desde
hace tiempo un motivo de atencién por parte de la comu-
nidad cientifica. De acuerdo a la bibliografia consultada,
el estudio de este fenémeno se remonta desde 1933 [2]
hasta trabajos exhaustivos recientes en 2002 [3]. En este
periodo, existe una gran cantidad de trabajos que abor-
dan el “extrano” comportamiento del péndulo elédstico
como una motivacién para estudios de gran profundidad
en el campo de los sistemas dindmicos. Debe senalar-
se que en el trabajo reciente de Lynch [3], este autor
sugiere una conexién novedosa entre el péndulo eldsti-
co y un modelo simple de balance atmosférico, logran-
do asi conectar, de una manera rigurosa, dos problemas
fisicos de areas diferentes. Otros articulos como los de
Olsson [4], Cayton [5] y Falk [6], son muy pedagdgicos
y accesibles. En este trabajo se propone otra conexién
conceptual, muy interesante y nada trivial, entre otras
dos areas de la fisica tipicamente independientes: los sis-
temas dindmicos cldsicos y la teoria espectral cudntica.
Como un antecedente ttil para este propdsito, se acu-
dird a una interpretacién de la ecuaciéon unidimensional
de Schrodinger como un problema dindmico cldsico [7],
de donde se puede adaptar algunos resultados en lo que
sigue.

2. EL PENDULO ELASTICO
La energia cinética de la masa m en la Fig.1 es

T =gm (24128, 3)

mientras que la energia potencial V' comprende los térmi-
nos de energia elastica y energia gravitacional:

V= %K (r —10)* — mgr cos ¢. (4)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen a partir
del formalismo lagrangiano donde L =T — V:

d 0L 0L
o o (5)
con las variables ¢ = r y ¢ = ¢. Aplicando (5) a cada

variable, se obtiene el sistema acoplado de ecuaciones
no-lineales

P—rd?+ar—F=0, (6)

ré + 2¢¢ + gp = 0. (7)

Para obtener las anteriores ecs. (6) y (7) se supuso
la aproximacién para pequenas oscilaciones: sin ¢ = ¢,
cos¢ = 1, y se definié6 « = K/m, 8 = arg + g. La si-
mulaciéon numérica de las soluciones de las ecuaciones

(6) y (7) debe reproducir los aspectos cualitativos esen-
ciales del fendmeno de transferencia de energia entre los
modos de oscilacién longitudinal y pendular. Para ello,
investiguemos cudl debe ser el valor particular de la masa
m para el que ocurre dicho fenémeno. Un criterio intui-
tivo muy sencillo que nos permitird calcular esa masa
es la siguiente condicién de resonancia: en cada medio
periodo T}, del modo pendular permitase solamente un
nimero entero n de periodos 7T, del modo longitudinal,
de tal forma que cuando la masa m se encuentre en los
puntos de retorno de su recorrido pendular, coincida con
las mismas condiciones iniciales de su oscilacién longi-
tudinal. Lo anterior se traduce como 1}, = 2n1)., donde
T, = 2n\/r/g y T = 2my/m/K. Combinando las ante-
riores ecuaciones se obtiene el cociente entre la longitud
r del resorte cargado con la masa m en su extremo y la
longitud ro de relajamiento del resorte (sin carga):

2
Lo Q
o 4n? —1
Para el caso de n = 1, se obtiene r/rg = 4/3, o bien,
en términos de las frecuencias angulares, w, = 2w,. Esta
es justamente la condicién que debe encontrar la masa
m: ser tal que el cociente de las longitudes del resorte
cargado y sin carga sea 4/3, o bien, que la frecuencia na-
tural del modo longitudinal sea el doble de la del modo
pendular. Por esta razon, el fendmeno de transferencia
de energia entre ambos modos de oscilacién puede ser
referido como “sistema masa-resorte 4/3”, 0 —como es
usual en la literatura— “resonancia 2:1”. A fin de simular
numéricamente el sistema de ecuaciones (6) y (7), elija-
mos las condiciones iniciales (1) para las que el sistema
estd excitado en el modo longitudinal:

r(0) = (v + 1)ro + 0,02,
#(0) = 0,017,

#0) =0, ©)
3(0) = 0,

donde r se mide en metros y ¢ en radianes; ademads,
se defini6 v = r/rop — 1, de tal forma que la condicién
de resonancia corresponda a v = 1/3. El 4dngulo inicial
¢(0) = 1° = 0,017 rad se eligié6 as{ para representar
una tipica desviacién vertical muy pequena al momento
de iniciar el modo longitudinal. La interpretacion fisica
sugerida es que dicha desviacién vertical insignificante
se va ampliando a medida que ocurren las oscilaciones
longitudinales, siempre que el sistema obedezca la condi-
ci6én de resonancia v = 1/3. De otra forma, la desviacién
vertical nunca se amplifica y el sistema permanecera en
el modo longitudinal. Si esta interpretacién fisica es co-
rrecta, entonces debe ser posible verificar que, aunque
haya resonancia, si ¢(0) = 0, no habra desviacién ver-
tical alguna que se pueda amplificar (este seria el modo
estrictamente longitudinal).

En efecto, la simulacién numérica mostrada en la
Fig.2(a) verifica la prediccién sefialada paray = 1/3 con
la condicién inicial (9); se observa claramente la tran-
sicién entre los modos longitudinal y pendular después
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Figura 2. Soluciones numéricas del sistema de ecuaciones (6) y (7). En (a), (c) y (d) las condiciones iniciales estdn dadas por
(9) con valores v = 1/3,1/2,1/4 respectivamente, donde v = 1/3 es la condicién de resonancia que permite la transicién entre
los modos longitudinal y pendular. En (b) se tiene en particular ¢(0) = 0y v = 1/3, por lo que —aunque haya condicién de
resonancia— el modo de oscilacién permanece en un régimen estrictamente longitudinal, i.e., ¢(t) = 0. En (c) y (d) los modos
también son longitudinales, pero ¢(¢) = 0 se considera como una pequefia perturbacién.
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de unas 10 oscilaciones. En la Fig.2(b), debido a que
#(0) = 0 exactamente, no existe una transicién entre
modos de oscilacién, permaneciendo el sistema en el mo-
do estrictamente longitudinal. En las Figs.2(c) y (d) se
eligié v = 1/2 y v = 1/4 respectivamente, por lo que en
ambos casos el modo de oscilacién permanece longitudi-
nal aunque se haya elegido ¢(0) = 0,017 rad, es decir,
la pequeiia desviacion vertical no se amplifica pues no se
da la condicién de resonancia. Asi, las oscilaciones pen-
dulares permanecen como pequenas perturbaciones del
modo longitudinal.

Desde el punto de vista de la teoria de sistemas
dinamicos, el fenémeno referido en este trabajo corres-
ponde a la llamada “resonancia paramétrica” [8], cu-
yas caracteristicas estdn relacionadas con las propie-
dades matemadticas de la ecuacién de Mathieu. Para
ver el origen de esta ecuacién en el caso del péndulo
eldstico, sigamos el tratamiento de Olsson [4]: se quie-
re describir la proyeccién horizontal del movimiento de
la masa m, esto es, z(t) = r(t)cos ¢, dentro del régi-
men de pequenas oscilaciones vélidas tanto para el mo-
do longitudinal, como para el modo pendular, es decir,
r(t) =ro+mg/K + Ar(t), con Ar(t) = acos (w,t), don-
de la amplitud a es una cantidad pequena. De esta forma
se obtiene la ecuacién de movimiento para z(t):

i+ (w) — Aacosw,t) z =0, (10)

con A = w?rg/r? (A no es una cantidad pequeiia). La
ecuacion (10) es la ecuacién de Mathieu —que es, a su
vez, un tipo particular de ecuacién de Hill [9] [10]—, cuya
principal caracteristica es la de ser una ecuacion diferen-
cial homogénea de segundo orden con el coeficiente (de
x) variable de manera arménica. Como lo muestra Lynch
[3], la ecuacién de Mathieu (10) se puede obtener a partir
del sistema de ecuaciones (6) y (7). La teoria de siste-
mas dindmicos trata ampliamente sobre las propiedades
de (10) en lo que concierne a la estabilidad de su solu-
cioén z(t), esto es, a medida que el tiempo ¢t “avanza”, el
valor de z(t) puede crecer de manera desacotada (inesta-
blidad) o permanecer acotado dentro de ciertos limites
(estabilidad). La condicién de inestabilidad es precisa-
mente w, = 2wp, lo que indica que la masa del péndulo
elastico comenzard a realizar recorridos horizontales ca-
da vez mayores, es decir, pasara del modo longitudinal al
modo pendular. Sin embargo, ya que las ecuaciones (6) y
(7), y por lo tanto (10), son consistentes con el régimen
de pequetias oscilaciones, la inestabilidad de z(t) o “reso-
nancia paramétrica” del péndulo eldstico no serd “explo-
siva”, por lo que el valor de z(t) aumentara hasta cierto
valor maximo, después de lo cual retornara a valores muy
pequenos, de acuerdo a la simulacién de la Fig.2(a).

3. EL ESPECTRO CUANTICO CRISTALINO

Considérese el problema de la dindmica de un
electrén en presencia del potencial periédico cristalino

unidimensional V(z + L) = V(L), con una constante de
red L. Este puede ser el caso de una hetero-estructura de
semiconductores formada por capas alternadas de GaAs
y Al,Ga;_, As (con z = 0,3, por ejemplo), donde la cons-
tante L puede ser del orden de cientos de A. Desarrollos
recientes durante los afios 90 han permitido dilucidar
la verdadera naturaleza de los fenémenos de transporte
eléctrico en dichas hetero-estructuras, de los que la os-
cilacién de Bloch es un ejemplo tipico [11] [12] [13]. La
ecuacién de Schrodinger para una particula en presencia
del potencial periddico V(z) = Vj cos(2mz/L) es

20 + (2m/h*) (E — Vocosma) ¥ =0,  (11)

donde no se considera la dependencia de la masa efecti-
va m = m* de la forma explicita de la banda e(k), i.e.,
m* = h? (6,%5(19))71, con una estructura de bandas (k)
que se puede calcular para un modelo dado de hamilto-
niano, e.g., el modelo de enlace fuerte (tight-binding) [14].
Otro modelo de hamiltoniano puede ser el de BenDaniel-
Duke [15] que toma en cuenta la dependencia de la masa
efectiva con la posicion.

La ecuacién de Schrédinger (11) también es un ejem-
plo de ecuacién de Mathieu formalmente andloga a (10)
después de identificar las correspondencias entre las va-
riables fisicas. Asi, (11) también estaria sujeta a una
interpretacién en términos de “estabilidad”: las unicas
soluciones fisicamente relevantes de (11) son las funcio-
nes de onda ¥(z) acotadas, que pueden ser interpretadas
en términos de densidades de probabilidad finitas dadas
por U*¥ = |¥|2, Tal condicién de “estabilidad” se logra
al elegir los pardmetros adecuados E y V; en (11). El
grafico que muestra los posibles valores del par ordena-
do (E,Vh) que conduce a soluciones estables de (11) se
denomina “diagrama de Strutt”, y es conocido en el do-
minio de los sistemas dindmicos desde principios del siglo
XX. La Fig.3(a) muestra este diagrama que es formal-
mente idéntico al de cualquier texto tipico, por ejemplo,
Bender-Orszag [8]. En este caso, la ecuacién de Mathieu
es y" 4+ (A+vcosz)y = 0; asi, el diagrama de estabilidad
con ejes 7y (vertical) y A (horizontal) muestra las zonas
de estabilidad (sombreadas) y las zonas de inestabilidad
(sin sombreado). La construccién de este tipo de dia-
gramas es un asunto complejo pues no existe una forma
analitica compacta para representar las curvas que defi-
nen las zonas de estabilidad. El diagrama de la Fig.3(a)
se construyé por zonas especificas en las que se obtie-
ne soluciones particulares de la ecuacién de Mathieu por
técnicas perturbativas [9]. Sin embargo, existe una for-
ma, analitica de obtener, de manera aproximada, las zo-
nas de la Fig.3(a): el potencial V(z') = Vj cos(mz’) con
x' =2z /L en (11) se puede segmentar como

V(z')=V,, 2'€]0,1); (12)

Con este potencial constante por tramos, se aplica
la teorfa de estabilidad de sistemas dindmicos [7] a fin



36 DIEGO SANJINES C.

d’y |\ 72
=5 +Arycosx)y-0 7

% AT
N 75

N

1- T \al SpiA:
\}5 \* -fr.-/

7% \

%pﬁ

&0

60 -

[

Figura 3. (a) Diagrama de Strutt para la ecuacién de Mathieu 3" + (XA + ycosz)y = 0, donde las regiones sombreadas
corresponden a los pardmetros A y v que conducen a un régimen estable de la solucién y(x) de dicha ecuacién. En (b) se muestra
el diagrama de establidad correspondiente a la ecuacién de Schrodinger (11) donde el potencial Vp cos wx se segment6 de acuerdo
(12), aproximéndolo asi por un modelo de Kronig-Penney. La simulitud entre las primeras dos “lenguas” de estabilidad en
torno al origen de coordenadas en ambos gréficos (después de rotar (a) /2 en sentido antihorario) es suficientemente buena

para el propdsito de este trabajo.
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Figura 4. Ampliacién de la Fig.3(b) mostrando el detalle de la regién en torno a E' = (7/2)? y valores pequefios de V. Las
lineas horizontales segmentadas representan (de arriba hacia abajo) a los valores del pardmetro “cldsico” v de las Figs.2(c),
(a), (d); dichos valores corresponden, en el problema cuéntico, a los puntos mostrados: el primero y el tercero reflejan un

estado metalico y el segundo un estado aislante.

de obtener la “funcién traza” S(E',V{) dependiente de
las variables adimensionales E' = (mL?/2h*)E y Vj =
(mL?/2h*)Vy. El resultado es

S(E',Vy) =2cos\/E' + Vjcos\/E =V (13)

2F' . .
—7sm\/E’ + Vi sin \/E’ -V,

VE? = V)?

de tal forma que la condicién S(E',Vy) = £2 define las
curvas separatrices que dividen las zonas de estabilidad
de las zonas de inestabilidad (Fig.3(b)). Para los efectos
que interesan en este trabajo, los valores de E' y Vj son
suficientemente pequeios y comprenden la zona entre las
primeras dos “lenguas” cerca del eje vertical. Como se
puede ver, en esta zona la similitud entre las Figs.3(a) y
(b) (girada esta tultima /2 en el sentido antihorario) es
suficientemente buena. Esto significa que alrededor de
v = 0 (Fig.3(a)) las curvas separatrices entre las pri-
meras dos “lenguas” de estabilidad se aproximan a las
dos rectas v = £(2X\ — 1/2); si se traslada este resulta-
do a los ejes E' — V{j asociados a (11) se obtiene E' =
(m/2)% £ V; /2. Ello se compara al desarrollo en series de
(13) en torno a E' = (7/2)? y Vg = 0 que da por resulta-
do la ecuacién E' = (7/2)? £ (2/m)Vy =2 (7/2)? £0,64V

para dichas rectas separatrices, y esto es lo que se obser-
va en la Fig. 4.

En la teoria del estado sélido, el potencial constante
por tramos dado en (12) constituye el modelo de Kronig-
Penney. Al elegir un valor fijo de Vj en la Fig.3(b), vemos
que existen zonas continuas de valores “permitidos” de
E' para los que se tiene soluciones acotadas de la funcién
de onda cudntica ¥(z); entre dos zonas “permitidas”
estan las zonas “prohibidas” de valores de E'. Esta ima-
gen corresponde justamente al modelo unidimensional de
bandas (zonas permitidas) y brechas (zonas prohibidas)
usual en los libros de texto (ver, por ejemplo, Mermin-
Ashcroft [14] o Gasiorowicz [16]). Formalmente, se dice
pues que los valores “permitidos” de E en (11) constitu-
yen el espectro (o conjunto resolvente) del hamiltoniano
cristalino asociado a un potencial periédico.

4. EL PENDULO ELASTICO CLASICO VISTO
COMO UN PROBLEMA CUANTICO
CRISTALINO

En vista de la analogia matemaética de los proble-
mas cldsico y cudntico ya referidos a través de las ecs.
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aislante (y = 1/3) de la Fig.4. Para efectos de comparacién con (b), el grafico en (a) se reescalé segin 0,06 + 10|¥(z')|?, pues

de otro modo éste es apenas perceptible.

(10) y (11) respectivamente, examinaremos a continua-
cién las consecuencias del fenémeno de resonancia 2:1 del
péndulo eléastico, en el contexto del problema cuantico
cristalino. ;Qué significa pues la condicién de resonan-
cia w, = 2w, al aplicarse a (11)? Bien, esto se traduce
en (11) como un valor de E' = (w/2)? = 2,4674. Es-
te valor se puede obtener como parte de un resultado
méas general: de acuerdo a la teoria de sistemas dindmi-
cos [4], las soluciones de (10) son inestables siempre que
wr = (2/n)wp para n = 1,2,3,..., lo que traducido al
problema cuédntico en (11) significa E' = (nm/2)?. Estos
valores de E’ son muy particulares en la Fig.4 pues co-
rresponden a las soluciones de S(E’,0) = £2 de acuerdo
a (13), esto es, los puntos de interseccién de las “lenguas”
de estabilidad con el eje vertical Vj = 0. De acuerdo a
Olsson [4], solamente el valor n = 1 tiene sentido fisi-
co, por lo que examinaremos la vecindad de la recta
E' = (7/2)? y el eje vertical Vj = 0 en la Fig.4; para
ello se amplid esta zona de la Fig.3(b).

Recordemos que en la simulacién de la Fig.2(a), se
tiene 7(t) y ¢(t) parala condicién de resonancia w, = 2w,
o, de manera equivalente, v = 1/3. A partir de esto, se
puede construir la simulacién de la proyecciéon horizon-
tal z(t) oc sin ¢(t) en (10) y luego z(t)?  sin® ¢(t). En
vista de la analogfa entre (10) y (11), el gréafico de x>(t)
corresponde a la funcién cudntica de densidad de pro-
babilidad |¥|?. Esto es lo que se muestra en la Fig.5(b),
mientras que en la Fig.5(a) la magnitud de la funcién
|¥|? nunca crece apreciablemente, y por ello se la tuvo

que ampliar para compararla con (b) en el mismo grafi-
co. Lo anterior tiene una interpretacion fisica interesante:
en la Fig.5(b) se tiene una distribucién casi-discreta de
zonas de mayor densidad de carga, lo que significa que
alli los portadores de carga se localizan y por lo tanto el
cristal unidimensional se comportaria como un aislante
eléctrico. Esta afirmacién obedece a un criterio mas bien
cualitativo, pues las zonas de mayor densidad de carga
eléctrica (p = —e|¥|?) estdn claramente separadas entre
si, lo que se puede asociar a una integral de solapamien-
to muy pequena y, en consecuencia, a un estado aislante
(esto se ilustra muy bien en la deduccién de la teoria de
bandas a partir del modelo de enlace fuerte [14]). Dichas
zonas de localizacién surgen como resultado de una si-
mulaciéon numérica, en completa consistencia con la con-
dicién de resonancia cldsica v = 1/3 que corresponde a
la recta E' = (7/2)? en el diagrama de estabilidad de
la Fig.4. Como se ve, para valores pequenos de Vj, esta
recta nunca pasa por bandas o zonas permitidas, por lo
que el cristal siempre se comportaria como un aislante
eléctrico. El valor Vj = 0,55 que se indica en esta figura
corresponde al régimen de la Fig.5(b) que sugiere dicho
estado aislante. Solamente para este valor particular de
E' independientemente del valor de Vj se tendria siempre
un estado aislante, mientras que para otros valores de E’,
a medida que Vj aumenta, se pasa de un estado metalico
a uno aislante. Por otra parte, en la Fig.5(a), se tiene una
distribucién préacticamente uniforme de la densidad de
probabilidad |¥|?, lo que significa que los portadores de
carga estan deslocalizados de manera uniforme a lo largo
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del cristal, y por lo tanto pueden conducir electricidad.
Esto sucede para v = 1/2, que corresponde a la recta
E' = 7?/3 = 3,2898. Como se ve en la Fig.4, para valo-
res pequefios de Vj dicha recta pasa por una regién de
estabilidad (banda), lo que significa que el cristal se com-
portaria como un conductor eléctrico. El valor V = 0,44
que se indica en esta figura corresponde al régimen de la
Fig.5(a) que sugiere dicho estado metalico; consistente-
mente, vemos que el punto Vg = 0,44 se halla dentro de
una regién de estabilidad. De manera similar, el punto
E'=72/5, V] = 0,63, también refleja un estado met4li-
co que corresponde al modo longitudinal simulado en la
Fig.2(d). Un punto en particular que llama la atencién
en la Fig.d es E' = n%/4, Vj = 18,49733, que al encon-
trarse dentro de una “lengua” de estabilidad indicaria
un estado metdlico. Pero este no es el caso, pues dicho
punto indicaria que r(t) = (ro+mg/K)(14+2,5 cos Qt) en
el problema clasico, y ésta no es una solucién valida de
las ecs. (6) y (7) al no estar comprendida en el régimen
de pequenas oscilaciones, i.e., 2,5 cos Q|02 > 1 (con Q
la frecuencia angular del modo longitudinal).

Desde el punto de vista fisico, el conjunto de los va-
lores permitidos de E' tales que |S(E',Vy)| < 2 en (13)
constituyen las bandas o intervalos energéticos que, para
los metales, contienen a la energia de Fermi ef; ésta se
calcula como una funcién de la densidad de atomos n.
Por otra parte, los intervalos de valores prohibidos de
E' consituyen las brechas (energy gaps) de tal forma que
para los aislantes, la densidad de atomos n conduce a
un valor correspondiente de E' que se encuentra dentro
de una de estas brechas, siendo el ancho de la brecha
suficientemente grande como para inhibir la promocién
de portadores entre bandas contiguas, por ejemplo, por
absorcién de fotones térmicos. Debe aclararse que el mo-
delo de cristal unidimensional supuesto en este trabajo
conduce a resultados que pueden ser bastante diferentes
de los de un caso real en tres dimensiones; por ejemplo,
la energia de Fermi en el modelo unidimensional es pro-
porcional al cuadrado de la densidad lineal de atomos:
er o n?, mientras que en tres dimensiones se sabe que
er o n?/3, con n igual a la densidad volumétrica de
atomos. No obstante, algunos autores [16] [14] ain con-
sideran que la teoria de bandas en una dimensién es lo
suficientemente pedagodgica como para dilucidar varios
aspectos cualitativos esenciales de la dindmica electréni-
ca en cristales o —recientemente— en hetero-estructuras
de semiconductores [11] [12].

Como una conclusién general de este trabajo se puede
decir que, dentro de las aproximaciones supuestas, para
una densidad lineal de dtomos arbitraria n, cuando crece
la altura V4 de las barreras de potencial en (12) a par-
tir de valores pequeios (Fig.4), entonces generalmente
se pasa de un estado metdlico a un estado aislante, ex-
cepto cuando n x VE' = /2, en cuyo caso siempre se
tiene un estado aislante para cualquier valor de Vg (*).
Ciertamente V no suele ser un pardmetro que se pueda
controlar experimentalmente a voluntad, pues depende

esencialmente de la naturaleza quimica del cristal, pero
la suposicién de Vy variable puede tomarse —en este tra-
bajo— como una buena oportunidad de realizar un ejer-
cicio pedagogico interesante, por ejemplo, suponiendo,
de manera equivalente, un ancho de brecha E, variable,
pues como se ve en la Fig.4, E, oc Vj.
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RESUMEN

En el marco del proyecto “Circulacién Atmosférica sobre el Altiplano Andino”,
en plena ejecucién, entre investigadores del Meteorological Institute of Munich (MIM)
de la Universidad de Munich, y del Laboratorio de Fisica de la Atmdsfera (LFA) de
la UMSA, se esta realizando el andlisis de las series temporales de las estaciones me-
teorolégicas instaladas en las regiones de transiciéon entre altiplano y tierras bajas. El
presente articulo, es solo una prospeccién de las caracteristicas climaticas de la region de
Tambo Quemado, con el objeto de describir y modelar su comportamiento en relacién
al clima altiplanico.

La localidad de Tambo Quemado corresponde al Departamento de Oruro, y se
encuentra al oeste del pais, justo en la linea fronteriza entre la republica de Bolivia
y la republica de Chile, estd situado a 18°16'62"S y 69°00'34", y a una altitud de
4400msnm. El periodo de andlisis corresponde a la temporada primavera-verano del ano
2003. En este trabajo se presenta un anélisis del comportamiento de la temperatura, la
variabilidad de la humedad relativa, los flujos de viento, la alta incidencia de la radiacién

solar y las relaciones entre ellas.

1. INTRODUCCION

El proyecto “Circulacion atmosférica sobre el Altipla-
no Andino”, tiene su origen el afio 2000, con la visita del
Prof. J. Egger del Instituto de Meteorologia de la Uni-
versidad de Munich. El ano 2003 se ejecuta el proyecto,
con una gran campana de mediciones, en diferentes luga-
res del pais. Entre ellos, la localidad de Tambo Quema-
do. Asimismo, se instalan en dichos lugares, estaciones
meteoroldgicas para el seguimiento del comportamiento
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Figura 1. Variacién de la temperatura en el periodo
primavera-verano del afio 2003 en la localidad de Tambo Que-
mado. Bolivia.

40

climético por varios anos.

La estacién meteoroldgica de Tambo Quemado con-
siste de un equipo automético de registro de datos, con
gran autonomia de operaciéon y adecuado a las duras con-
diciones ambientales de esta regién. Consta de un sensor
de radiacién solar Kipp and Zonen, sensores de tempe-
ratura y humedad Vaisala, sensores de presién, veloci-
dad y direccién de Viento Fischer, asi como sistema de
adquisicién de datos, sistema de potencia y proteccién,
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Figura 2. Variacién de la humedad relativa a lo largo del
periodo de andlisis.
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Figura 3. Evolucién de la humedad relativa diaria a lo largo
de los meses. Las curvas inferiores corresponden a la época
seca, mientras que las superiores a la lluviosa.
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Figura 4. Variacién de la velocidad promedio diario del viento
(curva sup.). Se puede observar que se reduce notablemente
hacia el final de la serie.

estructura de soporte y control, de la misma compaiia.

El objetivo del proyecto es; establecer la interaccién
de la atmoésfera altipldnica con las corrientes tropicales
a ambos lados de las cordilleras. Para este propdsito, se
han instalado una serie de estaciones meteorolégicas en
los principales pasos de montana entre estas regiones, pa-
ra el seguimiento de las variables climadticas a lo largo de
un periodo de cinco anos, adicionalmente se han realiza-
do mediciones del perfil atmosférico sobre el lugar con el
lanzamiento de globos, sondeo de temperatura, vientos
y humedad con aviones de aeromodelismo, y mediciones
en tierra a intervalos de una hora aproximadamente.

El paso montanoso de la localidad de Tambo Quema-
do, se sitia sobre el fondo oeste del altiplano orureno,
entre medio de los volcanes Payachata y Huallatiri, a
aproximadamente 250km al sud-oeste de la ciudad de
La Paz. La zona presenta escasa cobertura vegetal, rios
de curso solo estacionales, y cielos claros y limpios du-
rante la mayor parte del ano.

2. LAS SERIES TEMPORALES DE DATOS

Los datos obtenidos para esta regién presentan en
general una marcada regularidad por periodos de tiem-
po, por ejemplo, la temperatura aumenta paulatinamen-
te desde un valor promedio de 3°C en agosto hasta un
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Figura 5. Direccién y velocidad del viento en Tambo Quema-
do. Se observan dos flujos predominantes.
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Figura 6. Direccién del viento a lo largo del difa. Se observa
que la velocidad mas frecuente tiene también direccién cons-
tante.

valor promedio de 10°C en diciembre, desde donde des-
ciende irregularmente hasta los valores inicialesde (fig.
1).

En cuanto se refiere a la humedad, la regién de Tambo
Quemado es criticamente seca, con una humedad prome-
dio en invierno y primavera de alrededor del 20 %, que
se mantiene con ligeras fluctuaciones hasta diciembre,
sin embargo en la época de lluvias, la humedad se incre-
menta rapidamente hasta valores superiores al 80 % (fig.
2).

La sequedad ambiental se refleja también notable-
mente a lo largo de los dias. La figura 3 muestra como la
humedad varia entre el dia y la noche en un 15% apro-
ximadamente en los meses secos, ampliandose hasta 30
y 40 % en los meses de lluvia.

En cuanto al régimen de viento, se observa que su
flujo es considerable en la época seca, o sea, al principio
de la primavera, observandose un decrecimiento notable
al final del verano como se observa en la figura 4. Con
respecto al comportamiento diario, la velocidad del vien-
to alcanza sus maximas valores alrededor de las 4 de la
tarde, luego del cudl decrece paulatinamente durante la
noche hasta alcanzar sus valores minimos aproximada-
mente a las 9 de la manana del dia siguiente.

El flujo de viento tiene basicamente dos direcciones
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Figura 7. Evolucién de la intensidad de radiacién solar desde
el inicio de la serie de datos. Se puede observar las distorsiones
de la curva tipica durante el verano.

predominantes, la primera y mas frecuente se origina en
el lado de la costa y se mueve con direccién al este, o
sea, hacia el altiplano boliviano (fig. 5). El viento de
ésta direccién es mas intenso y mads regular durante la
noche, sin embargo en el dia es perturbado por el flujo
diurno del altiplano en sentido contrario. Esta peculiar
caracteristica nos permite vincular esta corriente de aire
a efectos sindpticos de la circulacién general atmosférica
[1].

El flujo altiplanico diurno de este a oeste, es tipica-
mente térmico, es decir; tiene origen en el calentamiento
del aire altiplanico que da lugar a un gradiente de presién
hacia el oeste. Este viento que tiene igual o mayor inten-
sidad que el viento sindptico, ‘colisiona’ con este dando
lugar a una disminucién neta de la velocidad y a un cam-
bio brusco de direccién. Es decir: da lugar a corrientes
turbulentas méas dispersas y con menores o iguales velo-
cidades instantaneas que el flujo estacionario, y que se
manifiestan desde las primeras horas de la manana hasta
el final de la tarde

En lo que se refiere a la intensidad de la radiacién
solar, ésta alcanza valores notablemente elevados en esta
regién, especialmente en la primavera, debido a su cielo
limpio y claro (fig. 7). Durante el verano o época lluviosa,
la presencia de las nubes distorsiona la curva de radiacién
solar, especialmente por las tardes.

Los valores significativamente altos de la velocidad
del viento y de la radiacién solar, hacen interesante la
posibilidad de su aprovechamiento, teniendo en cuenta
que los valores obtenidos corresponden a una superficie
pasiva, o que fueron obtenidos a poca altura sobre el
suelo.

La figura 8 presenta la evaluacién de las energias so-
lar y edlica pasiva acumulada diaria, a pocos metros del
suelo, y por unidad de drea del colector o sistema [2].
Para el caso del viento, en la evaluacién de su energia, se
ha estimado la densidad del aire en aproximadamente la
mitad de su valor a nivel del mar. En la grafica se puede
ver la alta y creciente incidencia de la energia solar du-
rante la primavera con valores promedio superiores a los
25 MJ por dia. Sin embargo, iniciado la época lluviosa,

E(HJ o (ETTTJIVOTRT
g 4T

Ago Feb
tidias)

Figura 8. Disponibilidad de energia diaria. La curva superior
corresponde a la energia solar, y la inferior a la energia edlica.
Se puede observar la reduccién de ambas durante el verano.

esta disponibilidad de energia se reduce notablemente,
hasta alrededor de 10 MJ.

En cuanto a la energia edlica, este se observa mas
variable en el corto periodo, pero se muestra mas estable
en el largo periodo con un promedio mensual aproximado
a los 15 MJ por dia.

Dado que en la regién de Tambo Quemado se tiene un
largo periodo seco, la gran disponibilidad de energia en
este periodo puede bien aplicarse para bombeo de agua,
o alternativamente para produccién de energia eléctrica,
que supliria en gran medida al empleo de biomasa co-
mo combustible para las actividades domésticas de los
pobladores de la regién.

En cuanto se refiere a la intensidad de la radiacién
solar, los maximos alcanzados durante los meses de in-
vierno y primavera son significativamente altos para fi-
nes de aprovechamiento energético, como se ha explicado
anteriormente, pero asimismo, bastante peligrosos para
la exposicién prolongada a esta radiacién, en vista de
la componentes de radiacién ultravioleta que conllevan,
especialmente del tipo B [3].

3. CONCLUSIONES

Aclarando debidamente que este anglisis es parcial y
preliminar, debido a que el proyecto contempla un estu-
dio global de todas las estaciones y por lo menos con 3
anos de datos. Las conclusiones que se extraen a conti-
nuacién tienen solo caracter indicativo:

= La humedad relativa presenta dos estaciones bien
definidas, seca y lluviosa.

= La temperatura presenta una notable regulari-
dad con un margen de variacién de pocos grados
centigrados entre ambos periodos.

= En cuanto al flujo de viento, presenta un régimen
sindéptico diario bien definido, alterado por condicio-
nes del entorno préximo, especialmente del altipla-
no. Como fuente de energia puede ser significativo
su aprovechamiento.
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= La radiacién solar como energia es notablemente al-
ta en el primer periodo y no significativo en el se-
gundo. Para fines de salud puede resultar peligroso
prolongadas exposiciones al sol.
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RESUMEN

Se estudia la influencia de ruidos uniforme y Gaussiano en un sistema de dos osci-
ladores fotocontrolados (LCOs) acoplados. Se analizaron tres situaciones diferentes: la
primera involucra dos LCOs desacoplados pero afectados por ruido; la segunda, un LCO
que actia como “maestro” del otro; y la tercera, en que ambos LCOs pueden influenciar-
se. Se observa que el ruido puede inducir desincronizacién o sincronizacién dependiendo
de las caracteristicas de los LCOs y del ruido que actua sobre estos osciladores.

1. INTRODUCCION

La sincronizacién es un fenémeno bastante comin
que se presenta en osciladores no lineales acoplados o
en osciladores que son conducidos por fuerzas externas
que dependen del tiempo. Un LCO es un oscilador de
relajacién y auto-sostenido [1][2]. En un sistema de dos
LCOs [3], se entiende la sincronizacién como un ajuste
de ritmos de los osciladores acoplados, lo que da lugar
a un enganche de fases* A¢;; =constante® y trabajan-
do en condiciones tales que las perturbaciones naturales
fueron minimizadas lo que permitié postular un mode-
lo que se adapta bien a los resultados experimentales.
Pero muchas veces, las perturbaciones son inevitables y
es importante saber tratarlas ya que estas fluctuaciones
pueden modificar sustancialmente el comportamiento del
sistema [4][5]. En este trabajo se analiza el caso en el que
los osciladores estan influenciados por un ruido delimi-
tado (uniforme) en un amplio intervalo y también por
un ruido Gaussiano con varianzas o?. Consideramos que
el ruido actia sobre la fuente de voltaje, situacién, que
de acuerdo con las caracteristicas de los LCOs, causa
cambios en la amplitud de la senal de los mismos; en
tanto que para los osciladores libres de ruido la ampli-
tud permanece constante. El articulo estd estructurado
de la siguiente manera: en §2, se explican las ecuaciones
del modelo en presencia de ruido, asi como las definicio-
nes de base para la caracterizacion de la sincronizacion;
en §3, se detallan los tres tipos de sistema estudiados
cuando un ruido uniforme actua sobre ellos. en §4, se
presentan los resultados de la accién de ruidos Gaussia-
nos sobre un sistema de LCOs mutuamente acoplados.
Finalmente, en §5, se dan las conclusiones de este estu-
dio.

1

2
3
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4El término enganche de fases es mds conocido en la literatura
como phase-locking.
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2. MODELO

Basados en las ecuaciones del modelo presentado pa-
ra LCOs sin ruido [3], se plantean las ecuaciones cuando
el sistema de LCOs estd influenciado por ruido uniforme:

dlgt(t) = N[(Vari + (1= 2G())VD) = Vi(D)]ei(t)
_’YiV;( l_el +Z/Blj ij 1—6]( )]
i,j:l,...,N, (1)

donde ¢;(t) es un nimero aleatorio escogido de una dis-
tribucién uniforme en el intervalo [0,0,1,0]. Asi, el ruido
uniforme estd dado por (1 — 2¢;(t))V/D definiéndose los
umbrales inferior y superior en una distribucién unifor-
me de acuerdo con el valor v/D. Por otro lado, cuando
la influencia es debida a un ruido Gaussiano, se tiene:

dxgt(t) = XN[(Vagi + &(0)VD) — Vi(t)]es(t)
=y Vi(®)[1 — €;(t +Zﬂw Gl — e (0):
7]:1,...,]\7, (2)

y en este caso, &;(t) representa nuevamente un nimero
aleatorio escogido de una distribucién normal con media
cero y con varianza o7. El término de ruido &(t)vD
esta determinado por la varianza del ruido ¢Z. En (1) y
(2), el estado del oscilador €;(t) esta definido por

€(t) = 1 LCO apagado
€(t) = 0 LCO encendido

(carga)
(descarga).

Al mismo tiempo, definimos la fase instantdnea de un
LCO (p. ¢j. LCO;) como una funcién de los instantes de
encendido de los otros LCOs (p. e¢j. LCO;) de acuerdo
con el método del mapa de Poincaré [7][8][9]. Esta defi-
niciéon de la fase conduce a un resultado correcto ya sea
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que las oscilaciones sean puramente peridédicas o estén
afectadas por ruido [6].

(k)

_ — Y 0 (k+1)
J

J

Expresiones similares para la fase instantanea pueden

escribirse para el LCO; en términos de los instantes de
(k)

tiempo ¢;"’ en los cuales el LCO; se enciende.

(k)
i (t) = 2nﬁ tork; £ <e <Y (g
t; -1
Bajo esta consideracién, se puede definir una diferencia
de fase lineal (LPD) entre los osciladores en términos
de la diferencia entre los tiempos de encendido de cada
LCO, considerando a uno de ellos como el oscilador de
referencia:

A Plineal ¢j (t(k+1)) _ ¢'(t(k+1))
L) (3 t\"g
(k+1) (k+1)
= o )
tj — tj

Se debe resaltar que las fases ¢; ; estdn definidas en todo
el eje real. Para la diferencia de fase ciclica (CPD) se
puede definir el resultado en un circulo [0 : 1]:

1

Agiclica 5 [Aq)?j“eal mod 271'] . (6)

)

En nuestros experimentos numéricos, trabajamos con
dos osciladores (LCO; and LCOs). Asi, las ecuaciones
que describen sincronizaciéon con observaciones estro-
boscépicas son:

A(I)lligeal ¢2 (tgk+1)) _ ¢1 (tgk+1))
t(k+1) _ t(k+1)
= 2%%: (7)
tgkﬂ) _ tg'”)
Y 1
Aglichica — 5 [A®2e* mod 2n] . (8)
s

3. RUIDO UNIFORME

Utilizando (1) se han efectuado simulaciones para es-
tudiar la influencia del ruido uniforme sobre los LCOs.
En (1), se puede asociar VD ala intensidad de ruido que
se ha hecho variar en el intervalo [0,0,4,0]. Se han estu-
diado tres situaciones: la primera estd referida al caso en
el cual los LCOs no estan acoplados; en la segunda, sélo
un LCO ejerce influencia sobre el otro; finalmente, en la
tercera, los LCOs estdn mutuamente acoplados.

3.1. Comportamiento de LCOs libres de ruido

Cuando un LCO no es afectado por ruido, su periodo
permanece constante; en este sentido, se espera que la
diferencia de fase entre dos LCOs idénticos no acopla-
dos debe también permanecer constante. (Fig. 1(a)). Por

otro lado, cuando los LCOs no son idénticos, el compor-
tamiento es tal que la LPD disminuye o crece dependien-
do de los periodos de los LCOs. De la Fig. 1, se puede
caracterizar un sistema de LCOs no acoplados por los
siguientes hechos:

- La LPD es tal que esta permanece constante
aunque no necesariamente cero (Tp; = Tp2), crece
(Tor < Tp2) o disminuye (Tp1 > Tp2) con una pen-
diente definida.

- La distribucién de la LPD es uniforme (LCOs no
idénticos) o es una funcién ¢ (LCOs idénticos).

- Los puntos para la CPD estan distribuidos sobre
lineas bien definidas.

- La distribuciéon de la CPD presenta modos multi-
ples (LCOs no idénticos) o es una funcién é (LCOs
idénticos).

Si se considera el efecto de ruido en los sistemas descri-
tos anteriormente, se puede notar que la LPD del sistema
de LCOs idénticos se comporta difusivamente realizan-
do un movimiento que recuerda a la marcha aleatoria
(Fig. 2(h)) para diferentes valores de la intensidad de
ruido (regién amplificada en el gréfico); cuando el rui-
do es suficientemente intenso, la figura que se obtiene
nos recuerda a la turbulencias (linea gris oscura en la
Fig. 2(h)). Las distribuciones de la LPD y la CPD se
muestran en Fig. 2(b)-(g). En lo que concierne a las dis-
tribuciones, se puede ver que es mejor trabajar con la di-
ferencia de fase normalizada (ciclica) ya que esto permite
caracterizar el sistema de una mejor manera y asi evi-
tar interpretaciones confusas. Por ejemplo en el caso de
ruidos muy intensos, las distribuciones de LPD mues-
tran un cuadro unimodal pero esto no significa que un
valor definido de la LPD es ma&s probable, es solamente
el efecto de que la LPD cae difusivamente en el tiempo.
Por el contrario, las distribuciones de CPD muestran un
comportamiento estocdstico del sistema que permanecen
uniformes atin para ruidos més intensos. Por consiguien-
te, la distribucién de la CPD serd una de nuestras prin-
cipales herramientas para analizar sistemas de LCOs.

3.2.  Un LCO conduce a otro (maestro—esclavo)

Para esta situacién, se ha utilizado para el LCOy, los
mismos valores de pardmetros que en §3.1, y se ha consi-
derado al LCO5 como el LCO maestro en el sentido que
éste puede actuar sobre el LCO; pero no recibe ninguna
influencia del mismo.

En el caso en que un LCO conduce a otro, se puede
esperar un comportamiento sincrono si los LCOs no son
muy diferentes y la influencia ruidosa que reciben del
medio es despreciable.

Cuando los LCOs son idénticos, se observa que la
sincronizacién sélo puede producirse cuando la inten-
sidad de ruido es nula, es decir, cualquier ruido -por
mas pequeno que éste sea- destruird el régimen sincrono
(Fig. 3(a)). Por otro lado, cuando los LCOs son dife-
rentes, la regién de sincronizacién se mantiene cuando
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Figura 1. Caracteristicas de un sistema de dos LCOs no acoplados con periodos Tp1 = To2 = 34,0 ms, correspondientes a
los valores de pardmetros C = C; = C; = 0,47uF, Ry = Ry1 = Ry2 = 1,6 kQ, Rx1 = Ry = 101,165 kQ (linea gruesa), y
To1 = 34,0 ms, y To> = 32,0 ms con valores de los pardmetros Ry» = 95,026 kQ (linea delgada). Se toma la evolucién sobre
Nr = 3500 eventos de encendido.(a) Evolucién de la LPD de los LCOs. (b) Distribucién de la LPD de los LCOs. (c) Evolucién
de la CPD de los LCOs. (d) Distribucién de la CPD para osciladores no idénticos.

la intensidad de ruido es débil como se muestra en la
Fig. 3(b). En este grifico se puede ver que el régimen
sincrono “resiste” mejor a la influencia del ruido cuando
los LCOs son mas diferentes, es decir, mientras mayor
sea la diferencia entre ellos, mas grande sera la regién
de sincronizacién pero la regién de transicién se vuelve
también mas ancha. Es evidente que lo anterior sélo es
valido cuando las caracteristicas de los LCOs son tales
que sus valores estan comprendidos en la lengua de Ar-
nold (ver [10]); de otra manera, no podemos referirnos a
sincronizacién propiamente dicha.

3.3. LCOs acoplados

En éste caso, los LCOs tienen la misma jerarquia y
se utilizan los mismos valores de pardmetros que se usa-
ron anteriormente para el LCO;. Primeramente, se ana-
liza la situacién en la cual los LCOs son idénticos. En
la Fig. 4(a) se representa la varianza de la CPD como

una funcién de la intensidad de ruido y los gréficos de
la parte superior de la figura son las evoluciones de la
LPD para determinados valores de la intensidad de rui-
do, mientras que los gréficos de la parte inferior corres-
ponden a las distribuciones de CPD para estos valores
de V/D. Se observa una amplia regién de transicién en
la cual para valores pequenos de la intensidad de ruido
(VD = 0,2, vV'D = 0,4), la evolucién de la LPD perma-
nece alrededor de cero, indicando que la sincronizacién
estd aun presente, lo que es confirmado ademds por la
distribucién de la CPD que contiene sélo dos picos en
los valores extremos del histograma. Para valores mo-
derados (v/D = 1,75), la evolucién de la LPD presenta
algunos saltos de fase con regiones casi estables o épocas
alrededor de valores multiplos de 27; la dindmica es simi-
lar a la de una caminata aleatoria y la distribucién de la
CPD muestra en cierta medida un proceso de transicion.
Por otra parte, para valores grandes de la intensidad de
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Figura 2. Evoluciones de las LPDs y distribuciones para las LPDs y las CPDs para diferentes intensidades de ruido. El valor
de los pardametros usados para los casos de LCOs idénticos y no idénticos son los mismos que los utilizados en la Fig. 1. (a)
Evolucién de la LPD para LCOs no idénticos. (b), (d), y (f) distribucién de A®Y5°* cuando VD = 0,5, VD = 2,5,y VD = 4,0

respectivamente. (c), (e), y (g) Distribucién de A

ciclica
<b12

Evolucién de la LPD para LCOs idénticos. (i), (k), y (m) Distribucién de A®Y2. (j), (1), y (n) Distribucién de A®§itics,

para las mismas intensidades de ruido que en los casos anteriores. (h)

ruido (VD = 2,5), la evolucién de la LPD es como la
de una caminata aleatoria y la distribucién de la LPD
es ancha, lo que indica que la sincronizacién se perdid.
Finalmente, se representa en la Fig. 4(b) el caso en el
cual los LCOs no son idénticos. Los valores usados pa-
ra el perfodo del LCO» son, Tpe = 33,5 ms (linea gris),
y To2 = 34,5 ms (linea negra) son simétricos respecto
a Tp; = 34,0 ms. La varianza de la CPD como funcién
de la intensidad de ruido es casi idéntica con un leve
desplazamiento en la regién sincrona. Como se muestra
en la Fig. 4(a), en los gréficos de la parte superior de
la figura, se representa la evolucién de la LPD, y en los
graficos de la parte inferior, las respectivas distribucio-

nes para ambas situaciones. Para intensidades de ruido
pequeiias (v/D = 0,2), la sincronizacién estd presente en
ambos casos, a pesar de que en el caso Ty < Tp; hay
un salto de fase. En el mdximo de la regién de transicién
(\/5 = 0,4), aparecen numerosos saltos de fase, espe-
cialmente cuando Ty < Ty y la distribucién de la CPD
revela de nuevo un proceso de transiciéon. Para valores de
intensidad de ruido situados en la regién de desincroni-
zacién (vD = 1,75y VD = 2,5), la evolucién de la LPD
decrece o aumenta tal como en el caso de dos LCOs desa-
coplados, lo que sugiere que los efectos del ruido actian
de forma tal que el acoplamiento no sea importante.



RAMIREZ, GUISSET, DENEUBOURG

48
0.3 T T T
(a)
02¢
0.1 &
U L 1 L
0 1 2 3
0.3 ¥ T T T =335ms
[® (}t‘?\egiOn de transiciol 02
N T =33.0ms
& 02
)
SN
0 0218
Q
o
c
L A
5 01} N
= i ==
|
Y f\ J P
0 | e L 1

0 1 2 3
Intensidad de ruido (D 13

D'2=0.0 D'2=0.05 DY2=3.0
()] (<) 0105 [{d}
05 aos | ;
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05
ciclica
Ad>12
D'=02 D!"2=0.5 D=1 0
(] (9) 005 [(h)
05 0.2
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05
_DY=1.0 _DY=16 DY=25
Q)] » )] 05 k)
0.5 '
05
0 0 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1
ciclica
Ad:ﬂ

Figura 3. Varianza de la CPD para diferentes intensidades de ruido para una configuracién maestro—esclavo. Los valores de
pardmetros son: To1 = 34,0 ms y el acoplamiento 3 = 166. (a) Caso de LCOs idénticos. Distribuciones de CPD mostrando
que sélo que la sincronizacién es posible cuando los LCOs estan libres de ruido. (b) Caso de LCOs no idénticos. Los valores
de pardmetros usados para el LCO; son T2 = 33,5 ms (linea negra), y To> = 33,0 ms (linea gris). Las distribuciones de CPD
se muestran para indicar la transicién de la sincronizacién a la desincronizacién. (f)—(h) para To2 = 33,5 ms y (i)—(k) para

To> = 33,0 ms.

4. RUIDO GAUSSIANO

Desde un punto de vista tedrico (aunque no nece-
sariamente préctico), el ruido Gaussiano ofrece mayor
riqueza en el sentido que es un ruido que no esta bien de-
limitado y sigue une distribucién normal, la mas comin
para la descripciéon estadistica de fenémenos en la natu-
raleza.

4.1.

Para nuestras simulaciones, se ha trabajado con rui-
do Gaussiano generado a partir del método del Teorema
del Limite Central con lo que garantizamos un generador
de nimeros aleatorios confiable. Primeramente se veri-
ficé que los nimeros aleatorios que siguen una distribu-
ci6én uniforme en el intervalo [0, 1] generados en nuestro
programa tenian buenas propiedades estadisticas. Cada
vez que se generan senales ruidosas con distribucién nor-
mal, se pueden ajustar la media y la varianza de la am-
plitud de la senal.

El Teorema del Limite Central establece que la suma
de N numeros aleatorios puede aproximarse a una dis-
tribucién normal a medida que IV tiende al infinito. Un
algoritmo que utiliza esta aproximacion es:

X=0fori=1to N

Generacidon de ruido Gaussiano

U = ran()
X=X+4+U
end

Para numeros aleatorios en [0,1], u =05y 0 = 1/12
ajustando X apu=0yo =1

X = X — N/2 poniendo la media a 0

X = X4/12/N ajustando la varianza a 1

Cuando el algoritmo finaliza, X serd nuestro numero
aleatorio segtin una distribucién normal unitaria. X pue-
de posteriormente ser modificado para tener una media
particular p y una varianza o, por ejemplo:

El inconveniente de este método es que X estard en el
intervalo [—-N, N], en vez de (—o00,00) y si los nime-
ros aleatorios uniformes no son verdaderamente inde-
pendientes, entonces, el ruido no sera blanco por mucho
tiempo. Se trabaj6é con N = 21 con el fin de tener buenos
resultados.

En este caso, se utiliza (2) para efectuar simulacio-
nes de la influencia de ruido Gaussiano con media 0 y
varianza 1 en un sistema de dos LCOs acoplados. Es
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Figura 4. Varianza de la CPD para diferentes intensidades de ruido para LCOs acoplados. Los valores de los pardmetros son los
mismos que en la Fig. 3 para Tp1 y 8. (a) Caso de LCOs idénticos. Distribuciones de la CPD mostrando que la sincronizacién
es sblo posible cuando los LCOs no estén afectados por el ruido. (b) Caso de LCOs no idénticos. Los valores de pardmetros

utilizados para LCO» son Toe = 33,5 ms (linea gris), y To2 = 34,5 ms (linea negra). Las distribuciones de la CPD se muestran
para indicar la transicién de la sincronizacién a la desincronizacién.

importante senalar que para el cédlculo de la diferencia
de fase (4), se consideré el promedio de los perfodos, es
decir,

Agler = () - 256"
t(k-ﬁ-l) _ t(k+1)
= 27 (1e+1)J ™ (lk+1) ™
(P 43 (P )

2

(9)

y asi garantizar un denominador no nulo que podria pre-
sentarse para intensidades de ruido elevadas, y ademés,
sin cambiar sustancialmente los resultados.

4.2. Resultados

Las simulaciones efectuadas con ruido Gaussiano
muestran que este ruido puede tener el mismo efecto
“destructor de la sincronizacién”, pero algunos resulta-
dos sugieren que el ruido puede inducir sincronizacién
cuando los LCOs tienen caracteristicas muy distintas
(ver Fig. 5). Asi, tomando 2 LCOs cuyas caracteristi-
cas son: Tp; = 34,0 ms, Ty, = 32,5 ms, la intensidad del
acoplamiento 8 = 100 y sometidos a ruidos Gaussianos
con varianzas o1 = 0,003 y o2 = 0,001. En la Fig. 5 se
muestra en cada una de las filas de graficos, la relacién
de frecuencias vy /nus, la LPD en funcién del tiempo y
la distribucién de probabilidades para la CPD. En au-
sencia de ruido (v/D = 0), se ve que los LCOs no sin-
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Figura 5. Relacién de frecuencias vi/nusa, evolucién de la LPD, y distribucién de probabilidades para la CPD en un sistema
de dos LCOs acoplados con Tp1 = 34,0 ms, To2 = 32,5 ms, 8 = 100, y las varianzas de los ruidos Gaussianos que actian sobre
cada uno de los LCOs, o1 = 0,003 y o1 = 0,001; cuando las intensidades de ruido son (a)-(c) (v/D = 0,00), (d)-(f) (VD = 1,40)

y (8)-() (VD = 2,00).

cronizan; las relaciones de frecuencias nunca llegan a ser
iguales a la unidad (Fig. 5(a)), la LPD disminuye di-
fusivamente (Fig. 5(b)) y la distribucién de probabili-
dades para la CPD es uniforme (Fig. 5(c)). En tanto,
que si se aumenta la intensidad de ruido a v/D = 1,40,
se muestra una situacién de sincronizaciéon en prome-
dio, caracterizada por fluctuaciones casi simétricas alre-
dedor de vy /nus =1 (Fig. 5(d)), valores muy préximos
a Adlineal — 0 (Fig. 5(e)) y una distribucién de la CPD
unimodal (Fig. 5(f)). Si se aumenta ain mas la inten-
sidad de ruido, se vuelve a una situaciéon de desincroni-
zacién como lo muestran las Fig. 5(g)-(i), en cuyo caso,
VD =1,40. Los resultados anteriores muestran que el
ruido Gaussiano en un sistema de dos LCOs acoplados,

no sélo induce desincronizacién, sino que también puede
-bajo ciertas circunstancias- inducir un comportamiento
sincrono en el sistema. En nuestros experimentos numéri-
cos, este ultimo comportamiento se observé cuando las
varianzas de los ruidos Gaussianos actuando sobre los
LCOs son diferentes.

5. CONCLUSIONES

La influencia de ruidos uniforme y Gaussiano es simi-
lar pero en el caso de ruidos Gaussianos, incluso inten-
sidades muy débiles, pueden hacer salir al sistema de su
estado sincrono. En lo referente a los saltos de fase, su
nimero estd en estrecha relacién con la intensidad del
ruido; mientras mayor sea la intensidad de ruido, méas
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grande serd el nimero de saltos de fase. Ademds, es-
tos saltos de fase aumentan y las épocas en que la LPD
es aproximadamente constante se vuelven mads estrechas
con el tiempo y con la intensidad del ruido. Una carac-
teristica del ruido Gaussiano es que si las varianzas de
los ruidos son diferentes sobre cada uno de los LCOs, los
osciladores que en condiciones libres de ruido no sincro-
nizan, pueden llegar a hacerlo gracias a la influencia del
ruido.
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LOS ARTICULOS DEL ANNUS MIRABILIS DE ALBERT EINSTEIN

Diego Sanjinés C.!

Carrera de Fisica—U.M.S.A.

Este 2005 se celebra, por determinacién de la UNESCO, el Aho Mundial de la
Fisica, en honor a los 100 anos del Annus Mirabilis de Albert Einstein, aquel 1905
en que la revista alemana Annalen der Physik?> publicara los articulos que habrian de
revolucionar la fisica clasica para dar paso a la fisica moderna. Ese ano de 1905 fue
testigo del ascenso majestuoso de Einstein en el panorama internacional de la ciencia (y
de la filosoffa) a partir de un oscuro puesto de perito técnico en la Oficina de Patentes
de Berna (Suiza). Ya se ha escrito bastante sobre ésta y otras etapas fascinantes de la
vida de Einstein, asi como sobre el prolifico legado de sus trabajos de 1905. Hoy, como
una parte esencial en la formacién de todo fisico, los textos de ensenanza proveen las
ideas basicas de las teorias de Einstein adaptadas de una manera pedagogica.

Sin embargo, los trabajos originales de Einstein, aquellos que contienen sus propias
palabras, no son muy comunes ni accesibles al cientifico moderno (y menos al piblico
general), tal vez por estar ya comprendidos en los textos técnicos o tal vez por haber
sido concebidos para los expertos del principios del siglo XX y contener un lenguaje muy
sofisticado. No obstante, se puede encontrar algunas publicaciones con dichos trabajos
originales o partes de éstos junto a comentarios y trabajos de otros cientificos contem-
pordneos de Einstein, pero por lo general el idioma predominante es el inglés (véase,
por ejemplo, las fuentes bibliograficas de los articulos traducidos aqui).

Asi, la Carrera de Fisica de la UMSA y la Sociedad Boliviana de Fisica, a través de
las paginas que siguen, ponen al alcance de los lectores hispano-parlantes de la Revista
Boliviana de Fisica, la traduccion al espafiol de los cuatro trabajos més importantes de
Einstein de 1905 (aquellos referidos a: el efecto fotoeléctrico, el movimiento browniano,
la relatividad especial y la equivalencia masa-energia), a fin de ofrecerles la oportunidad
de apreciar aquello que escribié Einstein “tal cual”, tratando de conservar la mayor
fidelidad posible con las traducciones comunes del alemén al inglés, confiando en que
éstas habrian sido realizadas por especialistas que conservaron el contenido técnico y
“literario” que quiso Einstein transmitir a la posteridad. Obviamente no se pretende
aqui explicar las ideas de Einstein ni hacer comentarios colaterales, a pesar de que
varios pasajes de sus trabajos originales sugieren una pausa para hacer aclaraciones.
Pero este es un tema que ya ha sido ampliamente abarcado por especialistas en muchas
ocasiones (por ejemplo, en la Revista Espanola de Fisica 19, 1, (2005), y referencias
alli citadas). El tnico propésito pues de estas traducciones es que el lector tenga este
material a su disposicién con la esperanza de que en cualquier momento pueda comparar
lo que dicen los textos y lo que dijo Einstein o, simplemente, como un homenaje histérico
a la memoria del gran fisico.

I'Email: sanjines@fiumsa.edu.bo

2P4gina siguiente: portada del célebre volumen 17 de Anna-
len der Physik donde se publicaron los articulos sobre efecto fo-
toeléctrico, movimiento browniano y relatividad especial. El cuarto
articulo sobre la equivalencia masa-energia se publicé en 1905 en
el volumen 18 de la misma revista.
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SOBRE UN PUNTO DE VISTA HEURI’STICO’ CONCERNIENTE
A LA PRODUCCION Y TRANSFORMACION DE LA LUZ'!

Albert Einstein
Berna, 17 de Marzo de 1905

Existe una diferencia formal y profunda entre los con-
ceptos tedricos que los fisicos han creado sobre los gases
y otros cuerpos ponderables, y la teoria de Maxwell de
los procesos electromagnéticos en el —asi llamado— es-
pacio vacio. Mientras que consideramos al estado de un
cuerpo completamente determinado por las posiciones
y velocidades de un numero muy grande, pero finito,
de dtomos y electrones, nos servimos por otro lado de
funciones espaciales continuas para la determinacion del
estado electromagnético en cierto volumen, de tal ma-
nera que un numero finito de pardmetros no se puede
considerar suficiente para una determinacién completa
de dicho estado. Segun la teoria de Maxwell, la energia
se debe interpretar como una funcién espacial continua
para todos los fenémenos puramente electromagnéticos,
incluida la luz, mientras que la energia de un objeto pon-
derable se interpreta, segin las concepciones actuales de
los fisicos, como una suma que se extiende sobre todos
los 4tomos y electrones. La energia de un cuerpo ponde-
rable no puede descomponerse en cualquier numero de
particulas o en un nimero de particulas arbitrariamente
pequenas, mientras que segun la teorfa de Maxwell (o, en
general, segin toda teorfa ondulatoria) la energia de un
haz de luz emitido por una fuente puntual se distribuye
de manera continua en un volumen cada vez mayor.

La teoria ondulatoria de la luz, que opera con fun-
ciones espaciales continuas, ha demostrado representar
bien los fenémenos épticos puros y probablemente nun-
ca sea sustituida por otra teoria. Sin embargo, debe te-
nerse presente que las observaciones opticas se refieren a
promedios temporales en lugar de valores instantdneos.
En lugar de una comprobacién integra de esta teoria tal
como se aplica a los fenémenos de difraccién, reflexién,
refraccion, dispersion, etc., es concebible que la teoria
de la luz, que opera con funciones continuas en el espa-
cio, pueda conducir a contradicciones con la experiencia,
cuando se aplica a los fenémenos de emisién y transfor-
macién de luz.

Me parece que las observaciones sobre la radiacién
del cuerpo negro, la fluorescencia, la produccién de ra-
yos catddicos por luz ultravioleta y otros fenémenos con-
cernientes a la emision o transformacién de luz, se en-
tienden mejor bajo la suposicién de que la energia de la

IITaduccién realizada por el Ing. Edgar Ricaldi Yarvi a partir
de “Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes be-
treffenden heuristischen Gesichtspunkt”, A. Einstein, en Annalen
der Physik (Leipzig, 1905), p. 132.

luz estd distribuida de manera discontinua en el espacio.
Segun la suposicién que se propone hacer en este traba-
jo, la energia de un haz de luz que se propaga desde una
fuente puntual no se distribuye continuamente en un es-
pacio creciente, sino que consiste de un numero finito de
cuantos de energia localizados en puntos del espacio, los
cuales se mueven sin dividirse y sélo se pueden producir
o absorber como unidades completas.

A continuacion deseo exponer la linea de razonamien-
to y los hechos que me han conducido a este punto de
vista, con la esperanza de que ello pueda ser util para
algunos investigadores en sus estudios.

1. SOBRE UNA DIFICULTAD CONCERNIENTE A
LA TEORIA DE LA RADIACION DEL CUERPO
NEGRO

Comencemos por considerar el siguiente caso den-
tro del contexto de la teoria de Maxwell y la teoria del
electrén. En un espacio cerrado comprendido entre pa-
redes perfectamente reflejantes se encuentra un numero
de moléculas gaseosas y electrones que se pueden mo-
ver libremente y ejercen fuerzas conservativas mutuas
cuando estdn proximas entre si; esto es, pueden chocar
entre s{ como moléculas de acuerdo a la teoria cinética de
los gases (2). Méas atin: supongamos un cierto nimero de
electrones que estan ligados a puntos del espacio muy dis-
tantes entre si, por medio de fuerzas proporcionales a las
distancias de los electrones a estos puntos. Estos electro-
nes también participan en interaccciones conservativas
con las moléculas y demads electrones libres cuando éstos
se aproximan mucho. Llamaremos “resonadores” a estos
electrones ligados y supondremos que emiten y absorben
ondas electromagnéticas con periodos determinados.

De acuerdo a la concepcién actual sobre la produc-
cién de la luz, la radiacién en el espacio considerado (la
cual existe, segin la teoria de Maxwell, en el caso de
equilibrio dindmico) debe ser idéntica a la radiacién del
cuerpo negro, al menos si los resonadores de todas las
frecuencias relevantes estdn disponibles.

Prescindamos por lo pronto de la radiacién emitida
y absorbida por los resonadores y preguntemos acerca

2Esta suposicién equivale a la condicién de que las energias
cinéticas promedio de las moléculas gaseosas y los electrones sean
iguales entre si en equilibrio térmico. Con ayuda de esta tltima con-
dicién, Drude derivo teéricamente, como es conocido, el cociente
entre las conductividades térmica y eléctrica de los metales.
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de la condicién de equilibrio dindmico asociado a las in-
teracciones (o colisiones) de moléculas y electrones. La
teoria cinética de los gases asegura que la energia cinética
media de un electrén oscilador debe ser igual a la energia
cinética media de traslacién de una molécula gaseosa. Si
descomponemos el movimiento de un electrén oscilador
en sus tres componentes ortogonales, encontramos el va-
lor medio (E) de la energia de una de tales componentes
lineales:

(E) = (R/N)T,

donde R es la constante universal de los gases. El simbolo
N denota el numero de “moléculas reales” en un equiva-
lente gramo y T es la temperatura absoluta. La energia
(E) es igual a dos tercios de la energia cinética de una
particula de un gas monoatémico a causa de la igualdad
del valor medio temporal de las energias cinética y poten-
cial del oscilador. Si por una causa cualquiera —procesos
de radiacién en nuestro caso— ocurriera que la energia de
un resonador tuviera un valor medio temporal mayor o
menor que (E), entonces las colisiones con los electrones
libres y las moléculas conducirian a ganancias o a pérdi-
das de energia del gas, en promedio, distintas de cero.
Por lo tanto, en el caso que consideramos, el equilibrio
dindmico sélo es posible cuando cada oscilador posea la
energia promedio (E).

A continuacién presentaremos un argumento similar
con relacion a la interaccién de los osciladores con la
radiacién existente en la cavidad. Planck (*) ha derivado
la condicién de equilibrio dindmico para este caso bajo la
suposicién de que la radiacién se puede considerar como
un proceso completamente aleatorio (4). El encontré que

(B), = (L*/8707) pu,

3M. Planck, Ann. d. Phys. 1, p. 99, 1900.

4Esta suposicién se puede formular de la siguiente manera. De-
sarrollamos la componente z de la fuerza eléctrica (Z) en una serie
de Fourier en un punto cualquiera del espacio durante el intervalo
temporal entre t =0y ¢t = T (donde T es un tiempo muy grande
con relacién a los periodos de las demds oscilaciones), de tal forma
que Ay, >0y 0< ap < 27

o)
7 = E Ay sin(2avt/T + aw).

v=1
Si se piensa que esta expansion se puede hacer en un punto dado
del espacio en instantes cualesquiera escogidos al azar, entonces
se obtiene varios conjuntos de valores para A, y a,. Asi, para la
frecuencia de ocurrencia de los distintos conjuntos de valores de
A, y ay, existen probabilidades (estadisticas) dW de la forma

dW = f(A1,As,..,a1,a2,...)dA1dAs...dardas...

La radiacién serd entonces tan desordenada como se pueda conce-
bir si

f(A1, Az, a1, a,.00) = F1 (A1) F2(A2). fi(en) fa(@z2)...,

esto es, si la probabilidad de un valor determinado de A o « es
independiente de otros valores de estas variables. Mientras mejor
se satisfaga esta condicién (i.e., que los pares individuales de va-
lores A, y a, dependan de los procesos de emisién y absorcién
de grupos especificos de osciladores), la radiacién en cuestién se
aproximard mas a un estado perfectamente aleatorio.

donde (E) , es la energiamedia (por grado de libertad) de
un oscilador con frecuencia propia v, L es la velocidad de
la luz, v es la frecuencia, y p,dv es la energia por unidad
de volumen de esa porcién de radiacién con frecuencia
entre vy v+ dv.

Si la energia de la radiacién de frecuencia v no crece
o decrece de manera continua, entonces debe cumplirse

(R/N)T =(E) = (E), = (L*/87v?) py,
pv = (R/N) (87v°/L?) T.

Estas relaciones, encontradas como condiciones del equi-
librio dindmico, no solamente fallan al compararse con
los experimentos, sino que también indican que en nues-
tro modelo no se puede hablar de una distribuciéon de-
terminada de energia entre éter y materia. Mientras mas
amplio sea el rango de frecuencias de los osciladores, ma-
yor serd la energia de la radiacién del espacio, y en el
limite al infinito obtendremos

0 R\ [8r >,
/Op"dy:<ﬁ><ﬁ>T/0 vidy = oo.

2. SOBRE LA DETERMINACION DE PLANCK DE
LAS CONSTANTES FUNDAMENTALES
Queremos mostrar a continuacién que la determina-
cién de las constantes fundamentales dada por Planck
es, hasta cierto grado, independiente de su teoria de la
radiacion del cuerpo negro.

La formula de Planck (°) que hasta ahora ha probado
ser adecuada, da para p,:

_ avd
pl/ - eBV/T _ 17
a=6,10 x 107°°,
[ =4,866 x 101,
Para valores grandes de T'/v , es decir, para grandes lon-

gitudes de onda y densidades de radiacién, esta férmula
se convierte en

py = (a/B)V T.

Se reconoce que esta expresion coincide con aquella de la
seccién 1, desarrollada a partir de la teoria de Maxwell
y de la teoria del electrén. Igualando los coeficientes de
ambas férmulas se obtiene

(R/N)@87/L%) = a/B,
de donde
N = (B/a)(87R/L?) = 6,17 x 10**.

Esto significa que un dtomo de hidrégeno pesa 1/N gra-
mos, i.e., 1,62 x 10724 g. Este es exactamente el va-lor

5M. Planck, Ann. d. Phys. 4, p. 561, 1901.
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encontrado por Planck, lo que estd de acuerdo con el va-
lor encontrado por otros métodos para dicha cantidad.

LLegamos pues a la siguiente conclusién: mientras
mayor sea la densidad de energia y la longitud de on-
da de la radiacién, més ttiles resultan ser los principios
teodricos utilizados; sin embargo, para longitudes de onda
cortas y pequenas densidades de radiacién estos princi-
pios fracasan totalmente.

A continuacion consideraremos los hechos experimen-
tales concernientes a la radiacién del cuerpo negro sin
invocar algin modelo particular sobre la produccién y
propagacién de la radiacién.

3. SOBRE LA ENTROPIA DE LA RADIACION

La siguiente consideracién se encuentra en un famo-
so trabajo de W. Wien y se mencionard aqui sélo para
efectos de completitud.

Supongamos que se tiene una radiacién que ocupa
el volumen v. Asumimos que las propiedades observa-
bles de la radiacién estdan determinadas completamente
cuando la densidad de radiacién p, estd dada para to-
das las frecuencias (®). Ya que las radiaciones de diversas
frecuencias se consideran independientes unas de otras
cuando no hay transferencia de calor o trabajo, entonces
la entropia de la radiacién se puede representar por

s=o [ " blp, )iy,

donde ¢ es una funcién de las variables p y v. Se puede
reducir ¢ a una funcién de una variable, estableciendo
la condiciéon de que la entropia de la radiacién no se
modifique durante la compresién adiabatica entre pare-
des reflejantes. No abordaremos este problema, sino que
investigaremos directamente como se puede calcular la
funcién ¢ a partir de la ley de radiacién del cuerpo ne-
gro.

En el caso de la radiacién del cuerpo negro, p es una
funcién de v tal que para una energia dada la entropia
es maxima, esto es,

i [ " 6o, vy = 0,

6/ pdv = 0.
0

De aqui sigue que para cada eleccion de dp como funcion
de v se cumple

/ <% — >\> dpdv =0,
0 op

6Esta suposicién es arbitraria. Asumiremos como valida esta
sencilla suposicién si los experimentos no nos obligan a abando-
narla.

siempre que

donde A es independiente de v. Por lo tanto, en el caso
de la radiacién del cuerpo negro, 9¢/dp es independiente
de v.

Cuando la temperatura de la radiacién de cuerpo ne-
gro en un volumen unitario se incrementa en d7’, es va-
lida la ecuacién

s = [~ @s/opdpa,

0, ya que 0¢/dp es independiente de v,
dS = (0¢/dp)dE.

Ya que dFE es igual al calor anadido y ya que el proceso
es reversible, entonces también es valido que

dS =(1/T)dE.
Por comparacién se obtiene:

86/9p = 1/T.

Esta es la ley de la radiacién del cuerpo negro. Por lo
tanto, se ve que se puede deducir esta ley a partir de la
funcién ¢ y, reciprocamente, se puede deducir la funcién
¢ por integracién, tomando en cuenta que ¢ desaparece
para p = 0.

4. LEY ASINTOTICA PARA LA ENTROPIA DE
LA RADIACION MONOCROMATICA DE BAJA
DENSIDAD
De las actuales observaciones sobre la radiacion del
cuerpo negro, estd claro que la ley formulada original-
mente por W. Wien,

p= aV?’e*Bp/T,

no es exactamente vélida. Sin embargo, la misma se con-
firmé experimentalmente para valores grandes de v/T .
Tomemos como base esta férmula para nuestro andlisis,
teniendo en cuenta que los resultados seran validos sélo
dentro de ciertos limites.

La anterior férmula conduce inmediatamente a

1T = ~(1/8v) In(p/ar?)

y luego, usando la relacién encontrada en la seccién an-
terior,

¢(p,u):—i[ln( p )—1].

Bv av?

Supongamos que tenemos radiaciéon con energia F, cuya
frecuencia se encuentra entre v y v + dv, dentro de un
volumen v. La entropia de esta radiacién es:

E E
S =vo(p,v)dv = “a {ln (m> - 1} .
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Si nos limitamos a investigar la dependencia de la en-
tropia del volumen ocupado por la radiacién, y si deno-
tamos por Sy a la entropia de la radiacién en el volumen
19, Obtenemos

S —So = (E/Bv)In(v/vy).

Esta ecuacién muestra que la entropia de una ra-
diacién monocromaética con densidad suficientemente pe-
quefia varia con el volumen de la misma forma que lo ha-
ce la entropia de un gas ideal o de una solucién diluida.
En lo que sigue, esta ecuacién serd interpretada de acuer-
do al principio introducido en la fisica por Boltzmann,
esto es, que la entropia de un sistema es una funcién de
la probabilidad de su estado.

5. INVESTIGACION TEORICO-MOLECULAR DE
LA DEPENDENCIA DE LA ENTROPIA DE
GASES Y SOLUCIONES DILUIDAS CON
RESPECTO AL VOLUMEN

En el célculo de la entropia por métodos tedrico-
moleculares se emplea frecuentemente la palabra “pro-
babilidad”, en un sentido que no coincide con la defini-
ciéon empleada en el calculo de probabilidades. En par-
ticular, el concepto de “gases de igual probabilidad” se
ha establecido hipotéticamente con frecuencia, cada vez
que los modelos tedricos que se utilizan son suficientes
para permitir un proceso deductivo en lugar de realizar
conjeturas. Mostraré en otro articulo que el concepto de
“probabilidad estadistica” es completamente adecuado
para el tratamiento de los fenémenos térmicos, y espero
que al hacerlo eliminaré la dificultad légica que obstru-
ye la aplicacién del Principio de Boltzmann. Aqui, sin
embargo, sélo se dard su formulacién general junto con
aplicaciones a casos muy especiales.

Si tiene sentido hablar de la probabilidad del estado
de un sistema y, ademas, si cada incremento de entropia
puede ser entendido como una transicién hacia un esta-
do més probable, entonces la entropia S; de un sistema,
es una funcién de W7y, la probabilidad de su estado ins-
tantaneo. Si tenemos dos sistemas S; y S que no inte-
ractian, se puede escribir:

S1=¢1(W1), Sz = da(Wo).
Si se considera a ambos sistemas como un dnico sistema
con entropia S y probabilidad W, entonces
5251+52:¢(W) y W =W, Ws.
Esta tltima relaciéon expresa que los estados de ambos
sistemas son eventos independientes entre si.

De estas ecuaciones sigue que

d(W1W3) = ¢1 (W) + 2 (W2),

y, finalmente,

$1(W1) = C'In(Wy) + const.,
$2 (W) = C'In(Ws) + const.,
¢(W) = CIn(W) + const.

La cantidad C' es entonces una constante universal; de
la teoria cinética de los gases se deduce que C' tiene el
valor R/N , donde las constantes Ry N tienen el mismo
significado que se les asigné anteriormente. Si Sy denota
la entropia de un sistema en cierto estado inicial y W
denota la probabilidad relativa de un estado con entropia
S, entonces obtenemos en general

S— 8o = (R/N)InW.

Consideremos primeramente el siguiente caso espe-
cial. En un volumen vg se tiene un numero n de puntos
moviles (p.ej. moléculas), a las cuales se referirdn nues-
tros razonamientos. Ademas de éstos, pueden estar pre-
sentes aun un nimero arbitrario de puntos méviles de
cualquier tipo. No se supondra nada sobre la ley segtin
la cual se mueven estos puntos en el espacio, como tam-
poco se distinguird ninguna direccién preferencial de este
movimiento respecto a las demds. El numero de puntos
moviles considerados (los primeros que se mencionaron)
serd tan pequeno que se puede despreciar la interacciéon
mutua entre ellos.

Al sistema en cuestién, que puede ser, por ejemplo,
un gas ideal o una solucién diluida, le corresponde una
determinada entropia Sp. Imaginemos una parte (con vo-
lumen v) del volumen vy donde todos los puntos méviles
n son transferidos, sin nada més que cambie en el siste-
ma. A este estado le corresponde un valor de entropia S,
y ahora queremos determinar la diferencia de entropia
con ayuda del principio de Boltzmann.

A continuacién nos preguntamos: jcudn grande es la
probabilidad de este 1ltimo estado en relacién con el
original? O: jcuan grande es la probabilidad de que en
un instante cualquiera todos los puntos moviles inde-
pendientes entre si que estaban en un volumen vy, se
encuentren ahora aleatoriamente en el volumen v?

Para esta probabilidad, que es una “probabilidad es-
tadistica”, es evidente que:

W = (v/vo)".
Aplicando el principio de Boltzmann se obtiene:
S —So=R(n/N)In(v/vg).

Es notable observar que para la deduccién de esta
ecuacion, de la que se puede derivar facilmente la ley de
Boyle-Gay-Lussac y la ley para la presién osmética(),
no se necesita hacer ninguna suposicién sobre la ley que
rige el movimiento de las moléculas.

7Si E es la energfa del sistema, se obtiene:
—d(E —TS) =pdv=TdS = R(n/N)(dv/v);
por lo tanto pv = RT(n/N).
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6. INTERPRETACION DE LA EXPRESION PARA
LA DEPENDENCIA DE LA ENTROPIA DE
RADIACION MONOCROMATICA DEL
VOLUMEN, DE ACUERDO CON EL
PRINCIPIO DE BOLTZMANN

En la seccién 4 encontramos la expresion para la de-
pendencia de la entropia de la radiacién monocromaética
del volumen:

S —So = (E/Bv)In(v/vy).
Escribiendo esta ecuacién de la forma

S —Sp = (R/N)In |(v/vg) N/ BINE/EV)

y comparandola con la expresién general del principio de
Boltzmann:

S— Sy = (R/N)InW,

se llega a la siguiente conclusidn: si la radiacién mono-
cromadtica con frecuencia v y con energia E estad encerra-
da (por paredes reflejantes) en el volumen vy, entonces
la probabilidad de que en un instante cualquiera toda
la energia de radiacién se encuentre en una parte v del
volumen vg es

W = (v/ve) N/ BIE/BY)

De aqui podemos concluir ademas: la radiacién mo-
nocromética de baja densidad (dentro del rango de vali-
dez de la formula de la radiacién de Wien) relacionada a
la teoria del calor, se comporta como si estuviera consti-
tuida de cuantos de energia independientes entre si con
magnitud Rpv/N.

También queremos comparar la magnitud media de
los cuantos de energia de la radiacién del cuerpo negro
con la energia cinética media traslacional del centro de
masa de una molécula a la misma temperatura. Dicha
magnitud es 3RT /2N, mientras que, de acuerdo a la
formula de Wien, el valor medio del cuanto de energia
es:

—1

/ avie /T dy (/ (N/R,BV)CU/BGBV/TdV>
0 0
= 3RT/N.

Si la entropia de la radiacién monocromaética (con
una densidad suficientemente baja) depende del volu-
men como si la radiacién fuera un medio discontinuo
consistente de cuantos de energia de magnitud RSv/N,
el siguiente paso razonable es investigar si las leyes de
la produccién y transformacion de la luz son de tal na-
turaleza que pudieran ser interpretadas como si la luz
consistiese también de tales cuantos de energia.

7. SOBRE LA REGLA DE STOKES

De acuerdo al resultado obtenido, supongamos que,
cuando se transforma por fotoluminiscencia luz mono-
cromatica en luz de una frecuencia diferente, tanto la
luz incidente como la emitida consisten de cuantos de
energia de magnitud RSv/N, donde v es la frecuencia en
cuestién. El proceso de transformacién serd interpretado
de la siguiente manera. Cada cuanto de energia incidente
de frecuencia v; es absorbido y genera por si solo —al
menos para densidades suficientemente bajas de cuantos
energia incidente— un cuanto de luz de frecuencia vy;
es posible que la absorcién del cuanto de luz incidente
pueda provocar simultdneamente la emisiéon de cuantos
de luz de frecuencias vs, vy, etc., asi como energias de
otro tipo (p. €j. calor). No interesa qué tipo de proce-
so intermedio lleve a este resultado final. Si la sustancia
fotoluminiscente no es una fuente perpetua de energia,
entonces el principio de conservacion de energia requiere
que la energia de un cuanto emitido no sea mayor que
la de un cuanto de luz incidente; asi, debe ser vilida la
relacion

RpBvy /N < RpBv /N,
0 sea
vy < .
Esta es la conocida regla de Stokes.

Debe senalarse de manera especial que, segtin nuestra
interpretacién, la cantidad de luz emitida bajo condicio-
nes de escasa iluminacién (permaneciendo inalterables
otras condiciones) debe ser proporcional a la intensidad
de luz incidente, ya que cada cuanto de energia inci-
dente causara un proceso elemental del tipo postulado,
independiente de la accién de otros cuantos de energia
incidente. En particular, no habrd limite inferior algu-
no para la intensidad de la luz incidente necesaria para
producir fotoluminiscencia.

Segin las interpretaciones expuestas sobre estos
fenémenos, se puede pensar en desviaciones de la Regla
de Stokes en los siguientes casos:

1. Cuando el nimero de cuantos de energia por uni-
dad de volumen que participan simultdneamente en la
transformacién sea tan grande, que un cuanto de energia
de la luz producida pueda adquirir su energia de mas de
un cuanto de energia incidente.

2. Cuando la luz incidente (o emitida) no tenga la
composicién energética de la radiacién del cuerpo negro
correspondiente en el rango de validez de la ley de Wien,
p- €j., cuando la luz incidente es producida por un cuerpo
con una temperatura tan alta, que la Ley de Wien ya no
sea valida para estas longitudes de onda.

Esta ultima posibilidad merece particular atencién.
Segiin la interpretacion desarrollada no se descarta que
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una radiacion de baja densidad que no sea del “tipo
Wien” | se comporte energéticamente de manera diferen-
te que una radiacién de cuerpo negro dentro del rango
de validez de la Ley de Wien.

8. SOBRE LA PRODUCCION DE RAYOS
CATODICOS POR ILUMINACION DE
CUERPOS SOLIDOS

La interpretacién comin de que la energia de la luz
estaria distribuida continuamente en todo el espacio por
el que se propaga, encuentra grandes dificultades al in-
tentar explicar los fenémenos fotoeléctricos, como ya fue
sefialado en el trabajo pionero de Lenard (®).

Sin embargo, seglin la idea de que la luz incidente
consiste de cuantos de energia con magnitud RSv/N,
es posible concebir la eyeccién de electrones por medio
de luz de la siguiente manera. Los cuantos de energia
penetran en la capa superficial del cuerpo, de tal for-
ma que su energia se transforma, al menos en parte, en
energia cinética de los electrones. La manera mas sen-
cilla de imaginarse esto es que un quantum de luz cede
toda su energia a un electrén; supondremos pues que es-
to es lo que ocurre. No obstante, no se debe descartar
que los electrones puedan adquirir sélo una parte de la
energia de los cuantos de luz. Un electrén que adqui-
rié asi su energia en el interior del cuerpo, habré perdido
una parte de ésta cuando haya alcanzado la superficie.
Se supondréd ademés que cada electrén, al abandonar el
cuerpo, tiene que hacer un trabajo P caracteristico de
la sustancia del cuerpo. Los electrones eyectados con la
mayor velocidad perpendicular a la superficie seran aque-
llos que estan més cerca de dicha superficie. La energia
cinética de tales electrones es

Rpv/N — P.

Si el cuerpo estd cargado a un potencial positivo II y
estd rodeado de conductores con potencial cero, y si II
es suficientemente grande como para prevenir pérdidas
de electricidad en el cuerpo, entonces:

Ile = RByv/N — P
donde ¢ es la carga del electrén, o
IIE = RBv — P’

donde F es la carga de un equivalente gramo de un ion
monovalente y P’ es el potencial de esta cantidad de
electricidad negativa en relacién al cuerpo (?).

Si se toma E = 9,6 x 103, entonces II x 1072 es el
potencial en volts que el cuerpo adquiere por iluminacién
en el vacio.

8P. Lenard, Ann. d. Phys. 8, p. 169, 1902.

9Si suponemos que la luz desprende un tinico electrén de una
molécula neutra realizando una cierta cantidad de trabajo, no se
tiene que cambiar nada en la relacién deducida arriba; simplemente
se debe considerar a P’ como una suma de dos términos.

Para ver si la relacién derivada conduce a un valor
cuyo orden de magnitud sea consistente con los experi-
mentos, tomemos P’ = 0, v = 1,03 x 10'% (correspon-
diente al limite del espectro solar hacia el ultravioleta)
y B = 4,866 x 1071, Se obtiene asi IT x 107 = 4,3 volts,
resultado cuyo orden de magnitud coincide con los resul-
tados de Lenard (1°).

Si la formula deducida es correcta, entonces II, cuan-
do se representa en coordenadas cartesianas como una
funcién de la frecuencia de la luz incidente, tiene que ser
una linea recta cuya pendiente es independiente de la
naturaleza de la sustancia emisora.

Hasta donde yo veo, no existe contradiccién algu-
na entre estas concepciones y las propiedades del efecto
fotoeléctrico observado por Lenard. Si cada cuanto de
energia de la luz incidente, independientemente de to-
do lo demas, cede su energia a los electrones, entonces
la distribuciéon de velocidades de los electrones eyecta-
dos (i.e., la calidad de la radiacién catédica producida)
serd independiente de la intensidad de la luz inciden-
te; por otra parte, si se mantiene las deméas condiciones
constantes, entonces el numero de electrones eyectados
serd proporcional a la intensidad de la luz incidente (11).

Sobre los limites de validez de la ley enunciada arri-
ba, se puede hacer —con cierta audacia— comentarios
similares a aquellos concernientes a las desviaciones hi-
potéticas de la regla de Stokes.

En lo anterior se supuso que la energia de al menos
una parte de los cuantos de luz incidente se transfiere
completamente a electrones individuales. Si no se hace
esta suposicién obvia, se obtiene, en lugar de la tiltima
ecuacion, lo siguiente:

IIE + P' < Rfv.

Para la luminiscencia catédica, que es el proceso in-
verso al antes mencionado, se obtiene por una conside-
racién analoga:

IIE + P' > Rpv.

En las sustancias examinadas por Lenard, IIE siempre
es mayor que Rfv, ya que el voltaje que deben superar
los rayos catddicos para generar luz visible asciende en
unos casos a cientos de volts y en otros casos a miles de
volts (12). Se debe suponer por lo tanto que la energia
cinética de un electrén se consume en la produccién de
varios cuantos de energia.

10P, Lenard, Ann. d. Phys. 8, p. 165, Tabla I, Fig. 2, 1902.
1P, Lenard, ref.[9] p. 150 y p. 166-168.
12p, Lenard, Ann. d. Phys. 12, p. 469, 1903.
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9. SOBRE LA IONIZACION DE LOS GASES POR
LUZ ULTRAVIOLETA

Habremos de suponer que en la ionizacién de un gas
por luz ultravioleta se absorbe un cuanto de energia de
luz por cada molécula de gas. De aqui se deduce que el
trabajo de ionizacién de una molécula (i.e., el trabajo
tedricamente necesario para inducir el proceso de ioni-
zacién) no puede ser mas grande que la energia de un
cuanto de energia de luz absorbido capaz de producir
este efecto. Si designamos con J el trabajo (tedrico) de
ionizacién por equivalente gramo, entonces se obtiene:

RBv > J.

Sin embargo, segin las mediciones de Lenard, la maxima
longitud de onda efectiva para el aire es aproximadamen-
te 1,9 x 10~® cm; por lo tanto,

RBv = 6,4 x 10'? erg > J.

También se puede calcular un limite superior para
el trabajo de ionizacién a partir de los potenciales de
ionizacién de gases rarificados. Segin J. Stark (1?), el
potencial de ionizacion mas pequenio medido para aire
(en dnodos de platino) es aproximadamente 10 volts (1*).
Resulta entonces un valor 9,6 x 10'2 erg como limite supe-
rior para J, que es casi igual al valor encontrado arriba.
Se deriva aun otra consecuencia cuya prueba experimen-
tal me parece de la mayor importancia. Si cada cuanto
de energia de luz absorbido ioniza a una molécula, en-
tonces entre la cantidad de luz absorbida L y el numero
j de moléculas gramo de gas ionizado, debe cumplirse
que

j = L/Rpw.

Si nuestra interpretacién es correcta, esta relacion de-
be ser vdlida para todos los gases, los cuales (para la
frecuencia en consideracién) no exhiben una absorcién
notable sin ionizacién.

13, Stark, Die Elektrizitit in Gasen, p. 57 (Leipzig, 1902).
14En el interior de los gases, sin embargo, el potencial de ioniza-
cién para iones negativos es cinco veces mayor.
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SOBRE EL MOVIMIENTO DE PARTICULAS PEQUENAS SUSPENDIDAS EN
UN LIQUIDO ESTACIONARIO, TAL COMO LO REQUIERE LA TEORIA
CINETICO-MOLECULAR DEL CALOR !

Albert Einstein
Berna, 11 de Mayo de 1905

En este articulo se mostrard que, de acuerdo a la
teoria cinético-molecular del calor, cuerpos visibles de ta-
marno microscopico suspendidos en un liquido, ejecutaran
movimientos de tal magnitud que pueden ser observados
facilmente bajo un microscopio, ello como consecuencia
de los movimientos moleculares del calor. Es posible que
los movimientos que trataremos aqui sean idénticos al
—asi llamado— “movimiento browniano molecular”; sin
embargo, la informacién de la que dispongo a este res-
pecto es tan imprecisa que no puedo emitir algin juicio
sobre la materia.

Si el movimiento en cuestién se puede realmente ob-
servar (junto a las leyes relacionadas que se esperaria en-
contrar), entonces la termodindmica cldsica ya no puede
verse como una teoria aplicable con precisién, aun a los
cuerpos dintinguibles al microscopio. Asi pues, seria po-
sible lograr una determinacién exacta de las dimensiones
atémicas reales. Por otra parte, si la prediccién de dicho
movimiento probara ser incorrecta, se tendria un argu-
mento de peso contra la concepcién cinético-molecular
del calor.

1. SOBRE LA PRESION OSMOTICA QUE DEBE
ATRIBUIRSE A LAS PARTICULAS EN
SUSPENSION

Sean z moléculas-gramo de un liquido no-electroliti-
co disueltas en un volumen V* formando parte de una
cantidad de liquido de volumen total V. Si el volumen
V* se separa del solvente por una membrana permeable
al solvente pero impermeable al soluto, entonces aparece
una “presion osmoética” p sobre esta pared, cuyo valor
satisface la ecuacion

pV* = RTz,

siempre que V*/z sea suficientemente grande.

Por otra parte, si en el volumen fraccional V* se en-
cuentran suspendidas pequenas particulas en lugar de la

ITraduccién realizada por Diego Sanjinés C. a partir de “On the
Movement of Small Particles Suspended in a Stationary Liquid De-
manded by the Molecular-Kinetic Theory of Heat”, A. Einstein, en
Investigations on the Theory of the Brownian Movement (Dover,
1956), p. 1.
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sustancia disuelta (donde tales particulas tampoco pue-
den atravesar la membrana permeable al solvente), en-
tonces, de acuerdo a la teoria clésica de la termodindmi-
ca —y en tanto se ignore la fuerza de gravedad (que no
nos interesa aqui)— no esperariamos encontrar fuerza
alguna actuando sobre la membrana ya que, segin los
conceptos usuales, la “energia libre” del sistema pare-
ce ser independiente de las posiciones de las particulas
suspendidas y de la membrana, y en su lugar depende
solamente de la masa total y de las cualidades del ma-
terial en suspensién (liquido y membrana), asi como de
la presién y de la temperatura. De hecho, para calcular
la energia libre se debe considerar ademaés la energia y
la entropia de la superficie fronteriza, lo que comprende
fuerzas de tensién superficial. Pero estas fuerzas se pue-
den excluir si el tamafio y condicién de las superficies de
contacto no se alteran con los cambios de posicién de la
membrana permeable y de las particulas suspendidas en
consideracion.

Sin embargo, desde el punto de vista de la teoria
cinético-molecular del calor, se llega a un concepto di-
ferente. De acuerdo a esta teoria, una molécula disuelta
se diferencia de un cuerpo en suspensién solamente por
sus dimensiones, asi que no se ve cémo un numero de
particulas suspendidas no producirian la misma presién
osmoética que el mismo nimero de moléculas. Debemos
suponer que las particulas suspendidas ejecutan, como
un resultado del movimiento molecular del liquido, un
movimiento irregular —aun si éste es muy lento— en el
seno del liquido. Si estas particulas estan impedidas de
abandonar el volumen V* debido a la membrana permea-
ble, entonces éstas ejerceran una presién sobre la mem-
brana tal como lo hacen las moléculas en la solucién.
Luego, si en el volumen V* hay n particulas suspendidas
de tal forma que n/V* = v en una unidad de volumen, y
si las particulas vecinas estan suficientemente alejadas,
entonces habrd una presién osmoética p dada por

_RTn_RTv
P=yvN =N

donde N es el nimero de moléculas contendidas en una
molécula-gramo de sustancia. En el siguiente pérrafo
se mostrard que la teoria cinético-molecular del calor
conduce a esta concepciéon més amplia sobre la presién
osmotica.
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2. LA PRESION OSMOTICA DESDE EL PUNTO
~ DE VISTA DE LA TEORIA
CINETICO-MOLECULAR DEL CALOR (2)

Si p1,p2, ..., son las variables de estado de un sis-
tema fisico que definen completamente la condicién ins-
tantdnea del sistema (e.g., las coordenadas y componen-
tes de las velocidades de todos los dtomos del sistema),
y si el sistema completo de ecuaciones que describen el
cambio de dichas variables de estado esta dado por

Op,

= ¢ (p1,D2, s 1), —1,2,...1
5 & (p1, D2, -+, P1) (v )
de donde
96,
o,

entonces la entropia del sistema estd dada por la expre-
sién

E
S = % + len/e_E/%pol...dpl,

donde T es la temperatura absoluta, (E) es la energia
del sistema y E es la energia como funcién de p,. La
integral se extiende sobre todos los valores posibles de
P, que son consistentes con las condiciones del problema.
La variable z se relaciona con la constante N ya referida
a través de la relacién 2z N = R. Se obtiene asi para la
energia libre F":

RT RT
F = —Wln/e_EN/RpoL--sz = —WIHB-

Consideremos a continuacién una cantidad de liquido de
volumen V. Sean n moléculas de soluto (o particulas sus-
pendidas) en la porcién V* del volumen total V', que per-
manecen en V* por una membrana semipermeable. Asi,
los limites de integracién de la integral B que aparece
en las expresiones para S y F' se modificardn correspon-
dientemente. El volumen combinado de las moléculas de
soluto se supone pequeno comparado con V*. Este siste-
ma estard completamente determinado de acuerdo a la
teoria en cuestién a través de las variables py, ..., p;.

Si el esquema molecular se extendiera para tratar a
cada unidad elemental, el cdlculo de la integral B seria
tan complicado que el cédlculo exacto de F' seria apenas
posible. Asi pues, s6lo necesitamos saber como depende
F de lamagnitud del volumen V* en el que estan conteni-
das las moléculas del soluto (denominadas por brevedad
“particulas”).

Denominaremos z1,¥1, 21 a las coordenadas del cen-
tro de masa de la primera particula, zs,ys, 22 para la

2En esta seccién se supondrad que los articulos del autor so-
bre “Los Fundamentos de la Termodindmica” son conocidos por el
lector (Ann. d. Phys. 9, p. 417, 1902; 11, p. 170, 1903.) Sin embar-
go, el entendimiento de las conclusiones a las que se llega en este
articulo no depende del conocimiento de los articulos mencionados
o de esta seccién.

segunda particula, etc., hasta z,,y,,z, para la ulti-
ma, particula; coloquemos cada centro de masa den-
tro de un paralelepipedo infinitesimal de dimensiones
dxy X dyy X dzy, dxe X dys X dzs, ... y dx, X dy, X dz, res-
pectivamente, encontrandose todos estos paralelepipedos
dentro de un volumen V*. Se buscara el valor de la inte-
gral que aparece en la expresién para F', con la limitacién
de que los centros de masa de las particulas se encuentren
dentro del dominio definido previamente. Asi, la referida
integral da lugar a

dB = dzxidy;...dz,J,

donde J es independiente de dz,dy;, etc., como tam-
bién de V*, i.e., de la posicién de la membrana semiper-
meable. Pero también J es independiente de cualquier
eleccién especial de las posiciones de los dominios de
los centros de masa y del valor de V*, como se mos-
trard a continuacién. Si se diera un segundo sistema de
particulas con dominios infinitesimales de dimensiones
dz! x dyy x dzy, dzly x dyb x dz}, ... y dz!, x dy!, x dz},,
de tal forma que éstos difieran de los dominios originales
en su posicién pero no en su tamano, y se encuentren
igualmente contenidos en V*, entonces se cumple una
relacién analoga

dB' = dx\dy;...dz, J,
de donde dz1dy; ...dz, = dz!dy]...dz,,. Por lo tanto

aB _J

dB' J"
Pero de la teoria cinético molecular publicada ante-
riormente (3) se deduce fécilmente que dB/B (o bien
dB'/B) es igual a la probabilidad de que en un instan-
te arbitrario los centros de masa de las particulas estén
incluidos en los dominios dz;...dz, o dz}...dz], respec-
tivamente. Luego, si los movimientos de las particulas
individuales son aproximadamente independientes entre
si, y si el liquido es homogéneo y no ejerce fuerzas sobre
las particulas, entonces para dominios del mismo tamano
las probabilidades de cada sistema serdn iguales, de for-
ma que se cumple

dB _ dB’
B B’
De esta ecuacién y de la precedente sigue que J = J'.

Demostramos asi que J es independiente de V* y de
Z1,Y1,---, 2n- Integrando se obtiene

B = /Jda:l...dzn = JV™n;

por lo tanto

BT,

F = InJ+nlnV"®),

OF RTn RTv
ovx  V*N N
3A. Eintein, Ann. d. Phys. 11, p. 170, 1903.

p=-
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Se ha mostrado pues que la existencia de una presiéon
osmotica puede deducirse de la teoria cinético-molecular
del calor, y —hasta donde concierne al fenémeno de la
presion osmética— las moléculas del soluto y las particu-
las suspendidas son, de acuerdo a esta teoria, idénticas
en su comportamiento cuando estdn muy diluidas.

3. TEORIA DE LA DIFUSION DE PEQUENAS
ESFERAS EN SUSPENSION

Supdngase un conjunto de particulas suspendidas dis-
persadas de manera irregular en el seno de un liquido.
Consideraremos su estado de equilibrio dindmico bajo
la suposicién que sobre cada particula actia una fuerza
K que depende de la posicién pero no del tiempo. Se
supondrd por simplicidad que dicha fuerza se ejerce en
todo lugar a lo largo del eje X.

Sea v el numero de particulas suspendidas por unidad
de volumen; asi, bajo la condicién de equilibrio dindmico,
v es una funcion de la coordenada x de tal forma que la
variacién de energia libre se anula para un desplazamien-
to virtual arbitrario dz de la sustancia en suspensién. Por
lo tanto,

0F =60E -T65 =0.

Se supondra que el liquido tiene una seccién transversal
de area unitaria perpendicular al eje X y limitada por
los planos = 0 y « = [. Asi, tenemos que

!
0F = —/ Kvéxdx
0

y
l l
Rv 06z R ov
6S = ——dr=—— —dxdr.
S o N Oz v N J, Oz va
Luego, la condicién de equilibrio requerida es
RT ov
-K =0 1
v N Oz ’ (1)
o bien,
op
Kv—-——=0.
v Oox

Esta tltima ecuacion significa que el equilibrio con la
fuerza K se logra a través de las fuerzas derivadas de la
presion osmética.

La ecuacién (1) se puede usar para encontrar el coe-
ficiente de difusién de la sustancia en suspensién. Po-
demos buscar la condicién de equilibrio dindmico como
una superposicién de dos procesos provenientes de dos
direcciones opuestas:

1. Un movimiento de la sustancia en sus-
pensién bajo la influencia de la fuerza K que
actua sobre cada particula en suspension.

2. Un proceso de difusién que debe verse
como el resultado del movimiento irregular de
las particulas que se produce por la agitacién
molecular térmica.

Si las particulas suspendidas tienen forma esférica
(con P designando el radio de las esferas) y si el liquido
tiene coeficiente de viscosidad k, entonces la fuerza K
imparte a cada particula una velocidad (*)

K
6rkP’

asi que pasaran

vK
6wkP

particulas por unidad de 4rea y unidad de tiempo. Si,
ademds, D es el coeficiente de difusién de la sustancia
suspendida y p es la masa de la particula, entonces, como
resultado de la difusién, pasaran

gramos, o bien,

ov
—D%

particulas por unidad de area y unidad de tiempo.

Ya que debe haber equilibrio dindmico, entonces se
debe tener K 9
v v
6wk P D(‘?a:
Podemos calcular el coeficiente de difusién de las con-
diciones dadas por (1) y (2) halladas para el equilibrio
dindmico. Asi, tenemos que

=0. 2)

_RT 1
~ N 6rkP’

Luego, el coeficiente de difusién de la sustancia en sus-
pensién depende solamente (salvo por las constantes uni-
versales y la temperatura absoluta) del coeficiente de vis-
cosidad del liquido y del tamano de las particulas sus-
pendidas.

4. ACERCA DEL MOVIMIENTO IRREGULAR DE
~ LAS PARTICULAS SUSPENDIDAS EN UN
LIQUIDO Y SU RELACION CON LA DIFUSION

A continuacién realizaremos una consideracién més
profunda de los movimientos irregulares que ocurren co-
mo consecuencia del movimiento térmico molecular, dan-
do lugar este tltimo al proceso de difusién referido en el
parrafo anterior.

Evidentemente, se debe suponer que cada particula
individual ejecuta un movimiento que es independiente
del de las demés particulas; los movimientos de una mis-
ma particula en diferentes intervalos de tiempo se de-
ben considerar como procesos independientes mientras
dichos intervalos no sean muy pequenos.

4Cf. e.g., G. Kirchhoff, “Lectures on Mechanics”, Lect. 26, §4.
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Introduciremos en nuestra discusion el intervalo tem-
poral 7 que se considera muy pequeno comparado con el
intervalo temporal observado experimentalmente, pero
también se considera que 7 es lo suficientemente grande
como para que los movimientos de la particula en dos in-
tervalos consecutivos se puedan tomar como fenémenos
independientes.

Supongamos que existe un total de n particulas sus-
pendidas en el liquido. En el intervalo 7 las coordendas
x de las particulas individuales se incrementarin en una
cantidad A (positiva o negativa) que serd diferente para
cada particula. Luego, para cada valor correspondiente
de A serd valida una ley probabilistica. El numero dn
de particulas que experimentan durante 7 un desplaza-
miento entre A y A + dA estard expresado por

dn = ng(A)dA,
donde

| oin =1

con ¢ diferente de cero para valores muy pequenios de A
y con la condicién ¢(A) = ¢(—A).

A continuacion investigaremos cémo el coeficiente de
difusién depende de ¢, restringiéndonos de nuevo al ca-
so en el que v, el nimero de particulas por unidad de
volumen, depende sélo de x y t.

Indicando por v = f(z,t) el nimero de particulas
por unidad de volumen, calcularemos la distribucién de
particulas en el instante t + 7 a partir de la distribucién
en el instante ¢. De la definicién de ¢(A) se obtiene facil-
mente el nimero de particulas en el instante t + 7 que
estan localizadas entre dos planos perpendiculares al eje
X que lo cortan en z y = + dz. Asi, tenemos que

flz, t+71)dz = </_0:0 flz+ A)d)(A)dA) dx.

Ya que 7 es muy pequeno, podemos escribir

flat ) = fat) + 7

Podemos aun expandir f(z + A, t) en potencias de A:

of (z,t) A2 9%f(z,t)

At) = H+ AT —
Fla+ A = flat) + AZEDD 4 S
Sustituyendo esta expresién en la integral dentro del
paréntesis (ya que sélo los valores pequefios de A contri-

buyen a la misma) se obtiene

9 = af [
f+78—{ :f/_oo¢(A)dA+a—£/_ooA¢(A)dA
82f OOA2

+_ JR—
0z J_o 2

S(A)dA + ...

Ya que ¢(z) = ¢(—x), los términos segundo, cuarto, etc.,
del lado derecho se anulan, y sélo quedan los términos
primero, tercero, etc., donde cada término consecutivo
es muy pequeno comparado con el anterior. Recordemos
que

/ Z H(A)IA =1,

y escribamos

T

1 [ A2
[ Seia=p;
oo 2
considerando como términos mas significativos el prime-
ro y el tercero en el lado derecho, se obtiene:

of B 82f
ot = Pagr

Esta es la bien conocida ecuacion diferencial de difusién,
donde D se reconoce como el coeficiente de difusion.

Aun se puede hacer otra consideracién importante
relacionada con los métodos utilizados en este trabajo.
Hemos supuesto que las particulas individuales estan re-
feridas todas al mismo sistema de coordenadas. Pero no
debe ser necesariamente asi, ya que los movimientos de
las particulas son mutuamente independientes. Asi que
ahora referiremos el mivimiento de cada particula a un
sistema de coordendas cuyo origen concide en t = 0 con
el centro de masa de la particula en cuestién; con es-
ta diferencia, f(x,t)dz corresponde ahora al nimero de
particulas cuya coordenada x se incremento entre los ins-
tantes t = 0 y ¢ = t por una cantidad que se encuentra
entre x y « + dz. En este caso la funcién f y sus cambios
deben satisfacer la condicién (1).

Luego, para z # 0 y t = 0 es evidente que se debe
cumplir

fan=0 v [ fwnds=n

Asi, el problema en cuestién —que estd de acuerdo con
el problema de difusién a partir de un punto (ignorando
las posibilidades de intercambio entre las particulas di-
fundidas)— estd matemadticamente definido de manera
completa. Su solucién es

flz,t) =

" —a/aDt
var Dt

Esto significa que la distribucién probable de los despla-
zamientos resultantes en un instante dado ¢, es la misma
que la distribucién del error aleatorio, lo que era de es-
perar. Es importante notar cémo las constantes de la
funcién exponencial estan relacionadas con el coeficiente
de difusion.

Con ayuda de esta ultima ecuacién calcularemos el
desplazamiento A, en la direccién de X que experimen-
ta en promedio una particula o, expresado con mayor
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precisién, la raiz cuadrada de la media artimética de los
cuadrados de los desplazamientos a lo largo del eje X:

Ao = /(2?) = V2Dt.

Asi, el desplazamiento promedio es proporcional a la raiz
cuadrada del tiempo. Se puede mostrar ficilmente que
la raiz cuadrada de la media de los cuadrados de los
desplazamientos totales tiene valor v/3 ;.

5. FORMULA PARA EL DESPLAZAMIENTO
MEDIO DE LAS PARTICULAS SUSPENDIDAS.
UN NUEVO METODO PARA DETERMINAR
EL TAMANO REAL DEL ATOMO

En la seccién 3 encontramos la férmula para el coe-
ficiente de difusiéon D de un material suspendido en un
liquido en la forma de esferas pequenas de radio P:

_RT 1
- N 6nkP’
Luego, en la seccién 4 hallamos el valor medio del des-

plazamiento de las particulas en la direccién X durante
un tiempo t:

Eliminando D de las ecuaciones anteriores, se obtiene

N
v N 3nkP’

Esta ecuacion muestra cémo A, depende de T', k y P.

A continuacién calcularemos la magnitud de A\, des-
pués de un segundo si N se toma como 6 x 1023 de acuer-
do con la teoria cinética de los gases. Como liquido se
supondrd agua a 17°C (k = 1,35 x 1072) y el didametro
de las particulas serd 0.001 mm. Asi, se tiene que

Az =8 x107° cm = 0,8 micras.

Al cabo de un minuto tendremos pues un desplazamiento
medio aproximado de 6 micras.

Por otra parte, la relacién hallada puede utilizarse
para determinar N:

¢ omr
A2 3mkP’

Espero que algtn investigador pueda pronto tener éxito
en resolver el problema propuesto en este trabajo, ya que
es muy importante en conexion con la teoria del calor.
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SOBRE LA ELECTRODINAMICA DE LOS CUERPOS EN MOVIMIENTO 1!

Albert Einstein
Berna, 30 de Junio de 1905

Se sabe que la teoria electrodindmica de Maxwell
—tal como se entiende comunmente hoy dia— al apli-
carse a los cuerpos en movimiento, conduce a ciertas asi-
metrias que no parecen ser inherentes a los fenémenos.
Toémese, por ejemplo, la accién electrodindmica recipro-
ca entre un imén y un conductor eléctrico. El fenémeno
observable en este caso depende sélo del movimiento re-
lativo entre el iman y el conductor, mientras que la teoria
usual establece una diferencia drastica entre los dos ca-
sos en los que ya sea el iman o el conductor sean los que
se mueven. Si el imdn se mueve y el conductor estd en
reposo, entonces aparece un campo campo eléctrico en
torno al iman con una energia definida, lo que provoca
cierta corriente eléctrica en el sitio donde se encuentra
el conductor. Sin embargo, si el iman estd en reposo y es
el conductor el que se mueve, entonces no surge campo
eléctrico alguno en torno al imén, pero en el conductor
surge una fuerza electromotriz que en si no comprende
una energia correspondiente, pero da lugar —suponiendo
igualdad de movimientos relativos en estos dos casos— a
corrientes eléctricas del mismo sentido e intensidad que
aquellas que eran producidas por las fuerzas eléctricas
en el primer caso.

Ejemplos de este tipo, junto con los intentos infruc-
tuosos para medir cualquier movimiento de la Tierra res-
pecto a un “medio luminoso”, sugieren que los fenémenos
electrodindmicos asi como los de la mecénica misma no
conllevan propiedades que correspondan a la idea de un
estado de reposo absoluto. Dichos ejemplos sugieren més
bien que, tal como ya se ha demostrado hasta aproxima-
ciones de primer orden de cantidades pequenas, las mis-
mas leyes de la electrodinamica y de la éptica deben ser
validas para todos aquellos sistemas de referencia en los
que rigen las leyes de la mecédnica. Asi pues, elevaremos
esta conjetura (que se denominard en adelante “Princi-
pio de Relatividad”) al estatus de un postulado; asimis-
mo introduciremos otro postulado, que aparentemente es
irreconciliable con el primero, y afirma que la luz siempre
se propaga en el espacio vacio con una velocidad definida
c de manera independiente del estado de movimiento del
cuerpo que emite la luz. Estos dos postulados son sufi-
cientes para deducir una teoria simple y consistente de la
electrodindmica de los cuerpos en movimiento con base
en la teoria de Maxwell para cuerpos estacionarios. La
suposicion de un “éter luminoso” probard ser superflua
en tanto que la teoria que se desarrollara en este trabajo

ITraduccién realizada por Diego Sanjinés C. a partir de “On the
Electrodynamics of Moving Bodies”, A. Einstein, en The Principle
of Relativity (Dover, 1952), p. 37.

no requiera un “espacio estacionario absoluto” provisto
de ciertas propiedades especiales, como tampoco requie-
ra asignar un vector de velocidad a un punto del espacio
vacio en el que los procesos electromagnéticos tienen lu-
gar.

La teoria que se desarrollard tiene por base —asi co-
mo toda la electrodindmica— la cinematica del cuerpo
rigido, ya que las afirmaciones de tal teoria tienen que ver
con relaciones entre cuerpos rigidos (sistemas de coorde-
nadas), relojes y procesos electromagnéticos. Una insufi-
ciente consideracion de tales aspectos constituye la raiz
de las dificultades que encuentra en el presente la elec-
trodinamica de los cuerpos en movimiento.

I. PARTE CINEMATICA

1. DEFINICION DE SIMULTANEIDAD

Tomemos un sistema. de coordenadas en el que las
ecuaciones de la mecdnica newtoniana sean validas. (?)
A fin de hacer esta presentacion més precisa y distinguir
verbalmente este sistema de coordenadas de otros que
seran introducidos luego, nos referiremos a dicho sistema
como “sistema estacionario”.

Si un punto material estd en reposo con respecto a
este sistema, su posicién se puede definir a través del
empleo de procedimientos rigurosos de medicién y de
los métodos de la geometria euclidiana; esta posicién se
puede expresar en coordenadas cartesianas. Asi, si de-
seamos describir el movimiento del punto material, da-
mos los valores de sus coordenadas como funciones del
tiempo. Debemos tener cuidadosamente en cuenta que
una descripcién matematica de este tipo carece de sig-
nificado fisico a menos que tengamos bien claro lo que
entendemos por “tiempo”. Tendremos pues que conside-
rar que todos nuestros razonamientos en los que figura el
concepto de tiempo son razonamientos acerca de eventos
simultdneos. Por ejemplo, si afirmo: “El tren llega a este
sitio a las 7:00”, ello significa que la llegada del tren y el
hecho de que la aguja pequena de mi reloj apunte a las
7:00 son eventos simultdneos.(®)

Pareceria pues posible superar estas dificultades invo-
lucradas en la definicién de tiempo sustituyendo la frase

2Esto es, hasta una aproximacién de primer orden.

3No discutiremos la inexactitud que yace en el concepto de la
simultaneidad de dos eventos que ocurren aproximadamente en el
mismo sitio, lo que puede eliminarse solamente de manera abstrac-
ta.
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“el hecho de que la aguja pequena de mi reloj apunte a
...7 por la palabra “tiempo”. De hecho, tal definicién es
satisfactoria en lo referente a la definiciéon de un tiempo
exclusivo para el sitio donde esta localizado el reloj, pero
ya no lo es cuando debemos conectar en una secuencia
temporal los eventos que ocurren en sitios diferentes, o
—Ilo que viene a ser lo mismo— evaluar los tiempos de
eventos que ocurren en sitios distantes del reloj.

Por supuesto, siempre podemos considerar instantes
determinados por un observador en reposo junto al re-
loj en el origen mismo del sistema de coordenadas, y de
aqui coordinar las posiciones correspondientes de las me-
necillas del reloj con seniales luminosas emitidas por cada
evento que se desea cronometrar y que alcanzan al ob-
servador a través del vacio. Sin embargo, esta forma de
coordinacién tiene la desventaja de no ser independiente
del punto de vista del observador con el reloj, tal como lo
sabemos de la experiencia. Podemos llegar a una forma
de determinaciéon mas practica por medio de la siguiente
linea de razonamientos.

Si en el punto A del espacio hay un reloj, un observa-
dor en A puede determinar los instantes de los eventos
que ocurren en la proximidad inmediata de A haciendo
coincidir las posiciones de las manecillas del reloj de ma-
nera simultdnea con dichos eventos. Supongamos ahora
otro punto B del espacio donde se encuentra otro reloj
idéntico al que estd en A, de tal forma que un observa-
dor en B puede asimismo determinar los instantes de los
eventos proximos a B. Pero ya no es posible, sin hacer al-
guna suposicién adicional, comparar temporalmente un
evento en A con un evento en B. Hasta ahora sélo se de-
finié un “tiempo A” y un “tiempo B”. No se definié pues
un tiempo comun para A y B; ésto no se puede hacer a
menos que establezcamos por definicién que el tiempo
que le toma a la luz viajar de A a B sea igual al tiempo
que le toma ir de B a A. Consideremos un rayo de luz
que parte de A hacia B en el instante t4 del “tiempo A”,
luego se refleja en B hacia A en el instante ¢ del “tiempo
B”, y asi llega de nuevo a A en el instante 'y del “tiempo
A”. Definamos la condicién de sincronizacién de ambos
relojes como tp —t4 = t'y, — tp. Supondremos que esta
definicién estd libre de contradicciones y es aplicable a
un nimero arbitrario de puntos; supondremos también
que las siguientes relaciones tienen validez universal:

1. Si el reloj en B se sincroniza con el reloj
en A, entonces el reloj en A se sincroniza con
el reloj en B.

2. Si el reloj en A se sincroniza con el reloj
en B y también con el reloj en C, entonces los
relojes en B y en C estdn sincronizados entre
si.

Asi, con la ayuda de ciertos experimentos fisicos ima-
ginarios hemos establecido lo que se debe entender por
relojes estacionarios sincronizados ubicados en sitios di-
ferentes, y obtuvimos asi una definicién de los términos

“simultdneo” o “sincronizado” y de “tiempo”. Entonces,
el “tiempo” de un evento es aquel que se da simultanea-
mente con el evento en si y un reloj estacionario localiza-
do en el sitio del evento, estando este reloj sincronizado
para todas las posibles mediciones temporales con un
reloj estacionario especifico.

De acuerdo con la experiencia, supondremos ademas
que la cantidad

24B
t;‘ —ta

es una constante universal: la velocidad de la luz en el
vacio. Es esencial tener una definicién de tiempo a través
de relojes estacionarios en sistemas de referencia tam-
bién estacionarios. Al tiempo asi definido y apropiado a
dichos sistemas le llamaremos “tiempo del sistema esta-
cionario”.

2. SOBRE LA RELATIVIDAD DE LONGITUDES Y
TIEMPOS

Las siguientes reflexiones tienen por base el principio
de relatividad y el principio de constancia de la velocidad
de la luz. Estos principios se definen como sigue:

1. Las leyes por las cuales los estados de
los sistemas fisicos sufren cambios, no se ven
afectadas por estos cambios, ya sea si éstos se
refieren a uno o a otro de dos sistemas de coor-
dendas en movimiento uniforme de traslacién.

2. Cualquier haz de luz se mueve en el sis-
tema “estacionario” de coordendas con una ve-
locidad determinada ¢, ya sea que el haz sea
emitido por un cuerpo estacionario o en movi-
miento. De aqui,

trayectoria de la luz

velocidad = — ,
intervalo temporal
donde el intervalo temporal se debe tomar de
acuerdo a la defincion de la seccién 1.

Sea una vara rigida estacionaria con longitud [ medi-
da de acuerdo a otra vara de comparacion también esta-
cionaria. Imaginemos a continuacién que el eje de la vara
yace a lo largo del eje X de un sistema de coordenadas
estacionario, y que éste tiene un movimiento uniforme
de traslacion paralela con velocidad v a lo largo de X
y en la direccién en que aumenta la coordenada z. Nos
preguntamos entonces: ;cudl es la longitud de la vara?
Para responder imaginemos que esta longitud se puede
conocer mediantes las siguientes operaciones: a) El ob-
servador se mueve junto a la vara de medicién y la vara
a ser medida, y realiza esta medicion comparando am-
bas varas, tal como se harfa en reposo. b) Por medio de
relojes estacionarios puestos a hora en el sistema esta-
cionario y sincronizados de acuerdo a lo indicado en la
seccion 1, el observador identifica en qué puntos del siste-
ma estacionario estan localizados los extremos de la vara
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a ser medida en un cierto tiempo. La distancia entre es-
tos puntos, medida de acuerdo a la vara de medicién que
en este caso esta en reposo, es lo que podemos reconocer
como “la longitud de la vara”.

De acuerdo con el principio de relatividad, la longitud
medida siguiendo la operacién (a) —a la que llamaremos
“longitud de la vara en el sistema en movimiento”— debe
ser igual a la longitud [ de la vara estacionaria. A la lon-
gitud determinada por la operacién (b) la designaremos
por “longitud de la vara (en movimiento) en el sistema
estaciopnario” y serd calculada sobre la base de nuestros
dos principios. Encontraremos que esta longitud difiere
de [.

La cinematica comun afirma tacitamente que las lon-
gitudes determinadas por ambas operaciones (a) y (b)
debe ser las mismas; en otras palabras, que un cuerpo
rigido en movimiento en un cierto instante ¢ puede ser
perfectamente representado es sus aspectos geométricos
por el mismo cuerpo en reposo en una cierta posicién.
Imaginemos ain que en los extremos A y B de la vara
estan localizados dos relojes sincronizados con los relo-
jes del sistema estacionario, es decir, que sus lecturas
corresponden en cualquier instante al “tiempo del siste-
ma estacionario” en los lugares donde les tocare estar.
Estos relojes estan pues “sincronizados en el sistema es-
tacionario”. Si junto a cada reloj hubiera un observador
en movimiento, cada observador puede aplicar el criterio
establecido en la seccién 1 para sincronizar ambos relo-
jes: un rayo de luz parte de A en el tiempo t4 () , el
rayo se refleja en B en el tiempo tg, y retorna a A en el
tiempo t',. Tomando en cuenta el principio de constancia
de la velocidad de la luz, encontramos que

TAB ' TAB
c—v c+v

tp —ta =

donde r4p denota la longitud de la vara en movimiento
medida desde el sistema en movimiento. Los observado-
res que van junto a la vara en movimiento encontraran
que sus relojes no estaban sincronizados, mientras que
los observadores en el sistema estacionario declararan
que los relojes estaban sincronizados.

Vemos pues que no se puede asignar un significado
absoluto al concepto de simultaneidad, ya que dos even-
tos que son vistos como simultaneos desde un sistema
de coordenadas, ya no lo son cuando se ven desde otro
sistema que estd en movimiento relativo al primero.

4Por “tiempo” se refiere a “tiempo del sistema estacionario”
asi como “posiciones de las manecillas del reloj en movimiento
situado en los sitios en cuestién”.

3. TEORIA DE LA TRANSFORMACION DE
COORDENADAS Y TIEMPOS DE UN SISTEMA
ESTACIONARIO A OTRO SISTEMA EN
MOVIMIENTO UNIFORME DE TRASLACION
RELATIVO AL PRIMERO

Tomemos a dos sistemas de coordenadas en el espa-
cio estacionario, i.e., dos sistemas que estan formados
cada uno por tres lineas materiales rigidas mutuamente
perpendiculares que emergen de un punto. Que los ejes
X de ambos sistemas concidan y sus respectivos ejes Y
y Z que sean paralelos. En cada sistema habrad una vara
rigida de medicién y algunos relojes, que serdn, en to-
dos los aspectos, idénticos a la vara y relojes del otro
sistema. A continuacién, supongamos que el origen de
uno de estos sistemas (k) tenga una velocidad v dirigida
hacia los valores crecientes de z del otro sistema (K); es-
ta velocidad se imparte también a los ejes coordenados
y a todos los relojes. En cualquier instante del sistema
estacionario (K) corresponderan posiciones definidas de
los ejes del sistema en movimiento, y por razones de si-
metria supondremos que el movimiento de k serd tal que
los ejes de este sistema seran paralelos a los del sistema
estacionario en el tiempo ¢ (donde ¢ denota siempre al
tiempo del sistema estacionario).

Imaginemos ahora que se mide el espacio desde el
sistema, estacionario K por medio de la vara de medi-
cién estacionaria, y desde el sistema en movimiento k
por medio de la vara que se estd moviendo con este sis-
tema; asi, obtenemos las coordenadas z, y, z, vy &, 1, C
respectivamente. El tiempo t del sistema estacionario se
determinard para todos los puntos en los que hay relojes
por medio de senales de luz de la forma indicada en la
seccién 1. De manera similar, el tiempo 7 del sistema
en movimiento se determinard para todos puntos en los
que hay relojes en reposo respecto a este sistema, apli-
cando el método dado en la seccién 1, de senales de luz
entre los puntos en donde se situan estos relojes. Para
cualquier conjunto de valores z, y, z, t que definen com-
pletamente el sitio y tiempo de un evento en el sistema
estacionario, corresponde un conjunto de valores &, 1, (,
7 que determinan dicho evento en el sistema k. Nues-
tra tarea es pues encontrar las ecuaciones que relacionan
estos conjuntos de valores.

En primer lugar, esta claro que las ecuaciones deben
ser lineales en vista de las propiedades de homogeneidad
que atribuimos al espacio y al tiempo. Si establecemos
que ¢’ = x — vt entonces debe ser cierto que un punto
que estd en reposo en el sistema k tendrd valores de 7/,
Y, z, independientes del tiempo. Definamos 7 como una
funcién de 2/, y, z y t. Para hacer ésto tenemos que ex-
presar en ecuaciones el que 7 no sea mas que el sumario
de los datos de los relojes en reposo en el sistema k, los
que fueron sincronizados segun la regla de la seccién 1.
Sea un rayo de luz emitido desde el origen del sistema k
en el tiempo 7y a lo largo del eje X hacia z'; en el tiempo
71 se refleja hacia el origen y llega alli en el tiempo 7.
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Debemos tener pues que (19 + 72)/2 = 71, o, introdu-
ciendo los argumentos sobre la funcién 7 y aplicando el
principio de constancia de la velocidad de la luz en el

sistema estacionario,
x! x!
_|_
c—v c+v

!
:T<£E,,0,0,t+ ? >
c—v

Luego, si z' se elige como una cantidad infinitesimal,
entonces

L1 Nor_or
2\c—v  c+v/ Ot Oz

esto es,

1
3 {T(o,o,o,t) T (0,0,0,t+

L or
c—v ot’

or v 0T

w TE—a

Debe notarse que en lugar de elegir al sistema de
coordenadas como origen del rayo de luz, pudimos elegir
otro punto, de tal forma que la ecuacién asi obtenida
serfa vélida para todos los posibles valores de z', y, z.
Por un razonamiento analogo —aplicado a los ejes Y y
Z— y teniendo en cuenta que la luz siempre se propaga
a lo largo de estos ejes con velocidad v/¢2 — v? cuando
se mide desde el sistema estacionario, tenemos que

or or
5 =" 5 =0

Ya que 7 es una funcién lineal, sigue que

; v
T=a [ —
2 _ 2]

donde a es una funcién desconocida de la forma ¢(v), y
donde suponemos por simplicidad que en el origen de k,
7 =0 cuando t = 0.

Con la ayuda de este resultado determinaremos facil-
mente las cantidades &, 1, (, expresando en ecuaciones
el hecho de que la luz (tal como lo requiere el principio
de constancia de la velocidad de la luz junto con el prin-
cipio de relatividad) también se propaga con velocidad ¢
al medirse desde el sistema en movimiento. Para un rayo
de luz emitido en el instante 7 = 0 en la direccién de &
creciente, se verifica:

v
£:CT:aC<t—m .

Pero el rayo se mueve en relacién al punto inicial de k con
velocidad ¢ — v al medirse desde el sistema estacionario,
asi que

Sustituyendo este valor de ¢ en la ecuacién para £ se
obtiene

ac’z!

&=

CZ_UZ'

De manera andloga encontramos que, para los rayos que
se mueven a lo largo de los otros ejes, se cumple:

v
N =cT =ac t—m

cuando
Y =t, z2'=0
02 _ ’U2
Asi,
acy acz
"=va—e VY T aoe

T = ¢W)B(t —vz/c?),
£ = ¢(v)Bz — i),

n = ¢y,

¢ = o)z,

donde f = 1/4/1 —v%/c? y ¢ es aln una funcién des-
conocida de v. Si no se hace alguna suposicién sobre la
posicién inicial del sistema en movimiento y sobre el va-
lor cero de 7, entonces habrd que afnadir una constante
aditiva en el lado derecho de las anteriores ecuaciones.

A continuacién tenemos que probar que cualquier ra-
yo de luz, medido desde el sistema en movimiento, se
propaga con velocidad ¢, si, tal como se ha supuesto, es-
ta es la velocidad de propagacién de la luz en el sistema
estacionario, pues ain no demostramos que el principio
de constancia de la velocidad de la luz es compatible con
el principio de relatividad.

En el instante t = 7 = 0, cuando coinciden los
origenes de los sistemas de coordenadas, se emite des-
de alli una onda esférica luminosa que se propaga con
velocidad ¢ en el sistema K. Si (z,y,2) es un punto de
esta onda, entonces

Yyt + 27 =

Transformando esta ecuacién para las variables &, n,(, T,
se obtiene después de un célculo sencillo:

52 +n2 +<—2 — 027_2.

Asi, la onda en cuestién continia siendo una onda esféri-
ca con velocidad ¢ cuando se ve desde el sistema en mo-
vimiento. Esto muestra que nuestros dos principios fun-
damentales son campatibles (°) .

5TLas ecuaciones de las transformaciones de Lorentz se pueden
deducir directamente de manera mas simple a partir de la condi-
cién de que, en virtud a dichas ecuaciones, la relacién 22 +y2 422 =

c?t? tendrd como consecuencia que &2 +n? + (2 = c2712.
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En las ecuaciones de transformacién desarrolladas,
aun aparece la funcién desconocida ¢(v) que determina-
remos a continuacion. Para este propdsito introducire-
mos un tercer sistema de coordenadas K’ que se encuen-
tra en estado de movimiento traslacional paralelo al eje
X, de tal forma que el origen del sistema k se mueva con
velocidad —v a lo largo del eje X. En el instante ¢ = 0
los tres origenes coinciden, y cuandot =z =y =2 =10
el tiempo del sistema K' es t' = 0. Por una aplicacién
doble de las ecuaciones de transformacion, se obtiene las
coordenadas z',y’, z' del sistema K':

' = ¢(—v)B(—v)(r +vE/?) = p(v)p(—v)t,
g = P(—v)B(—v)(§ +vT) = d(v)p(—v)z,

Yy = ¢(=v)n = ¢v)p(—v)y,

2 P(—v)¢ = p(v)p(—v)z

Ya que las relaciones entre z',y’, 2’ y x,y, 2 no contienen
al tiempo t, los sistemas K y K' estdn mutuamente en
reposo, y por ello estd claro que la transformacién de K
a K' debe ser la transformacién idéntica. Asf,

$(v)$(~v) = 1.

Ahora nos preguntamos sobre el significado de ¢(v).
Prestemos atencién a la parte del eje Y en el sistema k
que se encuentra entre £ =0, =0,( =0,y £ =0,n =
[,( =0, = 0. Esta parte del eje Y puede verse como una
vara que se mueve de forma perpendicular a su eje con
velocidad v respecto al sistema K. Sus extremos tiene
coordenadas en K:

y1 =1/9(v), 21 =0;
Y2 = 0, Z2 = 0.

T = vt,

To = v,

Luego, la longitud de la vara en K es [/¢(v). Esto es lo
que nos da el significado de ¢(v). Por razones de simetria
es evidente que la longitud de una vara modiéndose de
forma perpendicular a su eje, tal como se mide desde el
sistema estacionario, sé6lo depende de la velocidad y no
de la direccién y sentido del movimiento. Asi, la longitud
de la vara en movimiento medida desde el sistema esta-
cionario no varia si se intercambia v y —v. De aqui sigue

que l/¢(v) =1/ p(—v), esto es,

De esta relacién y aquella hallada previamente sigue que
¢(v) = 1, asf que las ecuaciones de transformacién son:

T = B(t—uvz/?),
§ = ,B(l‘-’l)t),

n =19

¢ = z

con B =1/y/1—v%/c2.

4. SIGNIFICADO FISICO DE LAS ECUACIONES
OBTENIDAS CON RESPECTO AL
MOVIMIENTO DE CUERPOS RIGIDOS Y
RELOJES

Consideremos una, esfera rigida (°) de radio R que
estd en reposo relativo al sistema en movimiento k, y
cuyo centro coincide con el origen de las coordenadas
de k. La ecuacién de la superficie de esta esfera que se
mueve respecto al sistema K con velocidad v es

€2+n2+c2:R2.

La ecuacién de esta superficie expresada en términos de
x,y,z en el instante t =0 es

1.2

s> +y? + 27 =R

(vi—v7e)

Esto significa que un cuerpo rigido con forma esférica
cuando se mide en reposo, al estar en movimiento y me-
dirse desde el sistema estacionario, tendra la forma de
un elipsoide de revolucién con ejes

R+\/1—-v%/c%, R,R.

Asi, mientras las dimensiones Y y Z de la esfera (y de
cualquier otro cuerpo rigido sin importar su forma) no
se modifican por el movimiento, la dimensién a lo largo
de X aparece acortada por un cociente 1:4/1 —v2/c2,
esto es, mientras mayor es el valor de v, mayor es el
efecto del acortamiento. Si v = ¢, todos los objetos en
movimiento —vistos desde el sistema “estacionario”— se
contraen o colapsan en figuras planas. Para velocidades
mayores a las de la luz nuestras deliberaciones carecen ya
de sentido; sin embargo, veremos a continuacién que, en
nuestra teoria, la velocidad de la luz equivale fisicamente
a una velocidad infinitamente grande. Esta claro que el
mismo resultado es valido para cuerpos en reposo en
el sistema “estacionario”, tal como se los ve desde el
sistema en movimiento uniforme.

Imaginemos ahora un reloj que registra el tiempo ¢
cuando estd en reposo respecto al sistema estacionario,
mientras que registra el tiempo 7 cuando estd en reposo
respecto al sistema en movimiento. Este reloj esta lo-
calizado en el origen del sistema de coordenadas k y se
ajusta para registrar el tiempo 7. Luego nos pregunta-
mos: jcudl es el ritmo de este reloj cuando se ve desde
el sistema estacionario? Entre las cantidades z,t,7 que
se refieren a la posicién del reloj, tenemos evidentemente
que r =vty

t—wvzx/c?
VI—v/

Entonces, se cumple que

T=t/1—=-0v2/2=t—(1—+/1—02/A)t,

6Esto es, un cuerpo de forma esférica cuando se ve en reposo.
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de donde sigue que el tiempo registrado (visto desde el
sistema estacionario) se retrasa 1 — y/1 — v%/c? segun-
dos por cada segundo, o bien —ignorando magnitudes
de cuarto orden y superiores— se retrasa en v?/2c? se-
gundos por cada segundo.

De aqui sigue una consecuencia peculiar. Si en los
puntos A y B del sistema K hay relojes estacionarios que,
vistos desde el sistema estacionario, estan sicronizados, y
si el reloj en A se mueve con velocidad v hacia B alo largo
de la linea que une A y B, entonces al llegar a B ambos
relojes ya no estaran sincronizados, pues el reloj que se
movi6 de A a B se retrasa respecto al reloj en B por
tv?/2¢® (hasta términos de cuarto orden y superiores),
donde ¢ es el tiempo de viaje de A a B. De inmediato
parece que este resultado es valido aun si el reloj va de A
a B a través de una linea poligonal asi como cuando los
puntos A y B coinciden. Si suponemos que el resultado
que se demuestra para una linea poligonal vale asimismo
para una linea curva, llegamos al siguiente resultado: si
uno de dos relojes sincronizados estd en A y se mueve por
una curva cerrada a velocidad constante hasta llegar de
nuevo a A, siendo ¢ el tiempo de viaje completo, entonces
el reloj viajero al llegar a A estara retrasado por tv?/2c?
segundos respecto al reloj en reposo. De aqui concluimos
que un reloj balanceado (7) en el ecuador terrestre debe
ir mas lento, por una cantidad muy pequenia, que un reloj
idéntico situado, bajo las mismas condiciones, en alguno
de los polos terrestres.

5. COMPOSICION DE VELOCIDADES

Supongamos que en el sistema k, que se mueve con
velocidad v a lo largo del eje X del sistema K, se mueve
a su vez un punto de acuerdo a las ecuaciones

¢=0,

donde w¢ y w, son constantes. A continuacién se pide
conocer el movimiento del punto con respecto al sistema
K. Con ayuda de las ecuaciones de transformacién de-
sarrolladas en la seccién 3, introducimos las cantidades

x,y,z,t en las ecuaciones de movimiento del punto, de
donde obtenemos:

E=weT, 1 =wyT,

. we + v
v T 1+owe/c?”’
vo= 1+ vwe /c? nt
z = 0.

Asi, la ley del paralelogramo de velocidades, de acuerdo
a nuestra teoria, es valida sélo hasta la primera aproxi-
macion. Establezcamos:

v2—d—w2+@2
dt dt )’

2 _ 2 2
wo = wg +w,y,

_ -1
a = tan - wy/wg,

"Este no es un reloj de péndulo, que es un sistema fisico al que
pertenece la Tierra. Este caso tuvo que ser excluido.

donde « es el dngulo entre las velocidades v y w. Después
de un sencillo célculo se obtiene:

V2 +w? + 2owcosa — (vwsina/c)?

1+ vw cos a/c?

v

Debe senalarse que v y w aparecen de manera simétrica
en la anterior expresién. Si w tiene la direccién de X,
entonces

v+ w

V=——-s.
1+ vw/c?

De esta ecuacion sigue que la composicién de dos velo-
cidades menores que ¢ siempre resulta en una velocidad
menor que ¢. Asi, siv =c— K, w =c— A, con Ky A
positivos y menores que c, entonces

2c—Kk—A c<c
2c— Kk — A+ K\ c '

V=

Ademsds, sigue que la velocidad de la luz ¢ no se puede
alterar por una composicién con una velocidad menor a
la de la luz:

v e .
1+w/c

Podriamos también obtener la férmula para V' en el caso
en que v y w tengan la misma direccién, realizando la
composicién de dos transformaciones de acuerdo a la sec-
cién 3. Si ademds de los sistemas k y K de la seccién 3,
introducimos otro sistema de coordenadas k' moviéndo-
se paralelo a k, y cuyo origen se mueve a lo largo del
eje X con velocidad w, obtenemos ecuaciones entre las
cantidades z,y, z,t y las correspondientes cantidades de
k'; dichas ecuaciones difieren de aquellas encontradas en
la seccion 3 sélo en que en lugar de v se debe escribir

v+ w
14+vw/c?

Vemos asi que estas transformaciones paralelas forman
—necesariamente— un grupo.

Hemos deducido pues hasta aqui, las leyes requeridas
para la cinemadtica correspondiente a nuestros dos prin-
cipios fundamentales. A continuacién demostraremos su
aplicacién a la electrodindmica.

II. PARTE ELECTRODINAMICA

6. TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES
DE MAXWELL-HERTZ PARA EL ESPACIO
VACIO. ACERCA DE LA NATURALEZA DE LA
FUERZA ELECTROMOTRIZ QUE OCURRE EN
UN CAMPO MAGNETICO DURANTE EL
MOVIMIENTO

Supongamos que las ecuaciones de Maxwell-Hertz pa-
ra el espacio vacio son vélidas en el sistema estacionario



RELATIVIDAD ESPECIAL 73

K, de tal forma que

10X 0N OM
cot oy 9z’
19Y 9L O8N
cot 9z Oz’
102 _0M L
cot  dr Oy’

19L _ oY 0oz
cot 9z Oy’
10M 07 OX

cot  or 9z’
10N 09X Y

cot 9y Oz’
donde (X,Y,Z) denota al vector de fuerza eléctrica y
(L, M, N) denota al vector de fuerza magnética.

Si aplicamos a estas ecuaciones las transformaciones
desarrolladas en la seccién 3, refiriendo los procesos elec-
tromagnéticos al sistema de coordenadas alli introducido
que se mueve con velocidad v, obtenemos las ecuaciones:

= ()] - b (4 32)].
2o ()] =5 - g (v - 2)].
vy 19 (24 )] = g [o (o + £2)] - 5
sor = ac [P =) - g o (2 )]
ror 19 (v 22)] = g o (2 J)] - G
cor (V=) =G g ()]

con f=1/y/1—v2/c

El principio de relatividad requiere que si las ecuacio-
nes de Maxwell-Hertz para el espacio vacio son vélidas
en el sistema K, entonces también deben serlo en el siste-
ma k. Esto es, los vectores de fuerza eléctrica y magnéti-
ca —(X",Y",Z") y (L', M', N'")— del sistema en movi-
miento k, que se definen por sus efectos ponderomotrices
sobre las masas eléctrica y magnética respectivamente,
deben satisfacer las siguientes ecuaciones:

10X ON' oM’ 19L 9Y' oz
cor  On ac’ cor  OC on’
19y 9L AN’ 1M’ 97 dX'

c or oc  aC’
1ON' 90X’ 9V’

cdr  dn 9"

cor oC oE’
192 oM’ oL
cor  O¢ on’

Es evidente que los sistemas de ecuaciones encontrados
para el sistema k deben expresar exactamente lo mis-
mo, ya que ambos son equivalentes a las ecuaciones de
Maxwell-Hertz para el sistema k. Ademads, ya que las
ecuaciones de ambos sistemas coinciden, excepto por los
simbolos para los vecores, entonces las funciones que apa-
recen en los sistemas de ecuaciones deben coincidir en
sitios correspondientes, salvo por un factor ¥(v) que de-
pende sélo de v y que es comin a todas las funciones

de uno de los sistemas de ecuaciones. Asi, tenemos las
relaciones

X'=9¢@)X, L =)L,
Y' = ¢(v) (Y _ %N) L M =(0)8 (M n %Z) ,

7' = p(v)B (Z + %M) . N'=v@)8 (N - %Y) .
Si ahora construimos el sistema reciproco de ecuaciones,
resolviendo primero las anteriores ecuaciones y aplican-
do luego éstas a la transformacién inversa (de k a K)
que se caracteriza para la velocidad —v, entonces se ob-
tiene ¢ (v)y(—v) = 1 al considerar que los dos sistemas
de ecuaciones obtenidos deben ser idénticos. Luego, por
razones de simetria (%), se obtiene 1(v) = 1, asi que
nuestras ecuaciones toman la forma

X' =X,
Y’:B(Y—%N),

I'=1L,
M’:B(M+%Z),

Z’:ﬁ(z+9M), N’:B(N—EY).

c ¢

Para interpretar estas ecuaciones hagamos las siguientes
consideraciones. Sea una carga puntual de electricidad
con magnitud “uno” cuando se mide desde el sistema es-
tacionario K, i.e, cuando dicha carga estd en reposo en
el sistema estacionario y ejerce una fuerza de una dina
sobre otra carga de igual magnitud a una distancia de 1
cm. Por el principio de relatividad, esta carga eléctrica
también tiene magnitud “uno” cuando se mide desde el
sistema en movimiento. Si esta cantidad de electricidad
estd en reposo respecto al sistema estacionario, enton-
ces, por definicién, la fuerza que actia sobre dicha carga
es igual el vector (X,Y, Z). Si esta cantidad de electri-
cidad esta en reposo respecto al sistema en movimiento
(al menos, durante un instante relevante), entonces la
fuerza que actia sobre la carga, medida desde el sistema
en movimiento, es igual al vector (X', Y’,Z'). En con-
secuencia, las primeras tres ecuaciones escritas arriba se
pueden expresar en palabras asi:

1. Si una carga puntual unitaria estd moviéndose en
un campo electromagnético, ademas de la fuerza eléctri-
ca actia una “fuerza electromotriz” sobre esta carga; si
despreciamos los términos multiplicados por la segun-
da potencia de v/c y potencias mayores, dicha fuerza
es igual al producto vectorial de la carga y la fuerza
magnética dividida por la velocidad de la luz.

2. Si una carga puntual unitaria estd moviéndose en
un campo electromagnético, la fuerza que actia sobre
ésta es igual a la fuerza eléctrica que estd presente en
el sitio de la carga y que asignamos, por transformacién
del campo, al sistema de coordenadas que estd en reposo
respecto a la carga eléctrica (nueva forma de expresion).
La analogia es valida para las “fuerzas magnetomotri-
ces”. Vemos que en la teoria desarrollada aqui, la fuerza

8Por ejemplo, si X =Y =Z=L=M =0y N #0, estd claro
por simetria que cuando v cambia de signo sin cambiar su valor
numérico, Y’ también debe cambiar de signo sin cambiar su valor
numeérico.
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electromotriz juega meramente el rol de un campo au-
xiliar, que se debe a la circunstancia de que tanto las
fuerzas eléctricas como magnéticas no existen indepen-
dientemente del estado de movimiento del sistema de
coordenadas.

Esté claro ademads, que la asimetria mencionada en la
introduccién de este trabajo, surgida como consecuencia
de las corrientes producidas por el movimiento relati-
vo de un iman y un conductor, ahora desaparece. Por lo
tanto, cuestiones tales como cudl es el asiento de las fuer-
zas electromotrices (maquinas unipolares), ya no tienen
sentido.

7. TEORIA DEL EFECTO DOPPLER Y DE LA
ABERRACION

En el sistema K, muy lejos del origen del sistema de
coordenadas, supongamos que existe una fuente de on-
das electromagnéticas que, en la parte del espacio que
contiene al origen del coordenadas, se puede represen-
tar hasta un grado suficiente de aproximacién por las
ecuaciones:

X = Xpsin ¢, L = Lysin ¢,
Y =Yysin ¢, M = Mjsin ¢,
Z = Zysin ¢, N = Nysin ¢,

donde
¢ =w[t — (lz + my + nz)/d.

Aqui, (Xo,Y0,Z0) v (Lo, Mo, No) son vectores que de-
finen la amplitud del tren de ondas, y I,m,n son los
cosenos directores de la direcciéon de propagaciéon de las
ondas. A continuacién nos preguntamos sobre la consti-
tucion de estas ondas cuando se examinan por un obser-
vador en reposo en el sistema en movimiento k.

Aplicando las ecuaciones de transformacién halladas
en la seccion 6 para las fuerzas eléctricas y magnéticas,
y las ecuaciones de la seccién 3 para las coordenadas y
el tiempo, se obtiene directamente:

X'=Xpsing', L'= Lysing’,
Y' = 8o —vNo/c)sing', M' = B(My+ vZy/c)sing’,
Z' = B(Zo + vMy/c)sing’, N' = B(Ny — vYp/c)sing’,
¢' =w'[r = ('S +m'n+n'()/d],

donde

W' wB(1 —lv/c),

T l—v/c
1-1lv/e’
m =
B(L—lv/c)’
n = o

BA—Tvje)’

De la ecuacién para w' sigue que sin un observador se
mueve con velocidad v respecto a una fuente de luz de
frecuencia v e infinitamente distante, de tal forma que
la linea “fuente-observador” forme un angulo ¢ con la
velocidad del observador referida a un sistema de coor-
denadas que estd en reposo respecto a la fuente de luz,
entonces la frecuencia v’ de la luz percibida por el ob-
servador esta dada por

,:Vl—cos¢)v/c‘
V1=0v%/c?

Esta ecuacién representa al efecto Doppler para veloci-
dades cualesquiera. Cuando ¢ = 0, la ecuacién anterior
toma la forma

. l—U/C.
1+v/c

Vemos pues que, en contraste con el punto de vista ha-
bitual, cuando v = —c, entonces v’ = co.

Si designamos por ¢’ al angulo entre la direccién de
propagacion de las ondas en el sistema en movimiento y
la linea “fuente-observador”, entonces la ecuacién para
I’ toma la forma

cos @

"
cos¢’ = 1—cosgpuv/c

Esta ecuacién expresa la ley de aberraciéon en su forma
més general. Si ¢ = /2, la ecuacién se transforma en

cos¢' = —v/ec.

Aun tenemos que encontrar la amplitud de las ondas tal
como se ven desde el sistema en movimiento. Si desig-
namos por A o A" a la amplitud de la fuerza eléctrica o
magnética respectivamente, segun se mida desde el sis-
tema estacionario o en movimiento, obtenemos

(1 —cospv/c)?

AI2 :A2
1—v?/c2

que, para ¢ = 0, se simplifica a

s 1—v/e

A” = A .
1+v/c

De estos resultados sigue que, para un observador que
se aproxima con velocidad ¢ a una fuente de luz, dicha
fuente parece tener una intensidad infinita.

8. TRANSFORMACION DE LA ENERGIA DE LOS
RAYOS LUMINOSOS. TEORIA DE LA
PRESION DE RADIACION EJERCIDA SOBRE
REFLECTORES PERFECTOS

La energia de la luz por unidad de volumen es A2 /8,
asi que, por el principio de relatividad, A" /87 debe ser
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la densidad de energia medida desde un sistema en mo-
vimiento. El cociente A’?/A? serfa pues la razén de la
“medida en movimiento” y la “medida en reposo” de la
energia de un cierto ente luminoso, si el volumen de di-
cho ente fuera el mismo, ya sea que se mida en K o en k.
Pero este no es el caso. Si I,m,n son los cosenos direc-
tores del rayo de luz en el sistema estacionario, ninguna
energia atraviesa los elementos de drea de una superfi-
cie esférica que se mueve con la velocidad de la luz; la
ecuacion de esta superficie es

(z —let)® + (y — met)? + (2 — net)? = R%.

Asi, podemos afirmar que esta superficie contiene per-
manentemente al mismo ente luminoso. Nos pregunta-
mos ahora cudl es la cantidad de energia contenida por
esta superficie cuando se ve desde el sistema k, es decir,
la energia del ente luminoso con respecto al sistema k.

la superficie esférica, cuando se de desde el sistema
en movimiento, se convierte en una superficie elipsoidal,
cuya ecuacion en el instante 7 = 0 es:

(B¢ —18Ev/c)* + (n —mpEu/c)® + (¢ —nptv/c)* = R.

Si designamos por S al volumen de la esfera y por S’ al
volumen del elipsoide, entonces se obtiene

S' 1T —v%/c?

S 1l-cospuv/c

Luego, si E es la energia contendida por esta superficie
en el sistema estacionario, y E’ es la correspondiente
energia en el sistema en movimiento, tenemos que

E' _A”S" _1-cosgu/c
E - A2S - ,/]_—1;2/02’

que, para ¢ = 0, se simplifica a

E"  [1-vw/c
E \[1+v/c

Debe notarse que la energia y la frecuencia de un en-
te energético varian segin la misma ley, de acuerdo al
estado de movimiento del observador.

Supongamos a continuacién que el plano £ = 0 con-
siste de una superficie reflejante perfecta, donde se re-
flejan las ondas consideradas en la seccién 7. Queremos
calcular la presién que ejerce la luz sobre la superficie
reflejante, asi como la direccién, frecuencia e intensidad
de la luz reflejada. Sean las cantidades A, cos¢ y v (re-
feridas al sistema K) que caracterizan a la luz incidente.
Desde el sistema, k las correspondientes cantidades son:

4 - Al—cosqﬁv/c,
V1=0v2/c?
, _ cosp—uv/c
cosg’ = 1—cospuv/c’
, 1——cospuv/ec
Vo= v—————=

V1i—v2/e

Para la luz reflejada, refiriéndonos al sistema k, se obtie-
ne:

n !
A" = A
cosd’ = —cosd,
Vo= v

Finalmente, transformando las expresiones de nuevo al
sistema K, obtenemos para la luz reflejada:

l1+cos¢”v/e  1—2cospv/c+v?/c?

AIII:AII
V1—=0v2%/c? 1—0v%/c? ’
COS¢I’I— COS¢”+'U/C _ (1+’U2/02)COS¢—2U/C
_1+cos¢”v/c_ 1—2cospvfc+v2/c?’
m_ 1/”1 +cos ¢ v/e _ 1—2cos¢ v/c+v2/c2‘
N -/

La energia que, medida desde el sistema estacionario,
incide sobre un drea unitaria de la superficie reflejante en
un lapso unitario, es evidentemente A?(c cos ¢ — v) /8.
La energia que se refleja de esta drea en un lapso unitario
es A"?(—c cos @' +v)/87. La diferencia entre estos dos
términos es, por el principio de energia, el trabajo hecho
por la presién de la luz durante un lapso unitario. Asi, si
designamos a este trabajo como el producto Pv, donde
P es la presién de la luz, obtenemos

A? (cos ¢ —w/c)?

p =9l XOSP U/
8 1—wv?/c?

que se reduce, hasta una primera aproximacion, a

A2
P =2—cos® ¢,
8T
lo que esta de acuerdo con los experimentos y con otras
teorias.

Asi, todos los problemas sobre la éptica de los cuer-
pos en movimiento se pueden resolver por el método
empleado aqui. Lo esencial es que la fuerza eléctrica y
magnética de la luz, fuerza que es afectada por el cuerpo
en movimiento, se transforme a un sistema de coordena-
das en reposo respecto al cuerpo. De esta forma, todos
los problemas de la éptica de los cuerpos en movimiento
se reducen a problemas de éptica para cuerpos estacio-
narios.

9. TRANSFORMACION DE LAS ECUACIONES
DE MAXWELL-HERTZ CUANDO SE TOMA EN
CUENTA CORRIENTES CONVECTIVAS

Comencemos por las ecuaciones

<8X ) ON OM 10L 9Y 0Z
— tugp ) = — — — — _ =

cot 0z Oy’
10M _9Z 09X

cdt  oxr 0z

1

c \ ot oy 0z
1/9Y oL ON
z(a*“w):&‘%
1
c

07 N _om oL
at TP )T or oy’

T 9r 0z’
10N 90X oY
cot Oy Oz’



76 ALBERT EINSTEIN

donde

_0X n oY N 0z

Oz Oy 0Oz
denota 47 veces la densidad de corriente eléctrica y
(Ug,uy,u.) denota al vector velocidad de la carga. Si
imaginamos a las cargas eléctricas unidas a pequenos
cuerpos rigidos (iones, electrones), las anteriores ecua-
ciones constituyen la base electromagnética de la teoria

electrodindmica de Lorentz, asi como de la éptica de los
cuerpos en movimiento

Supongamos que estas ecuaciones son validas en el
sistema K, y las transformamos al sistema & con la ayu-
da de las ecuaciones de transformacién dadas en las sec-
ciones 3 y 6. Obtenemos asi:

L(ox' N _ON' oM 1or _ oy 9z
c\ar TP )T 9y TTac car  ac o’
Loy N _or ox 1ow oz ox
c\ar TP ) T8¢ T Tee ¢ ar . e o
V(o7 N oM o 1N _ox'_ oy
c\ or ¢p - O¢ oy’ ¢ or  On o€’
donde
_ Uy — V
ue 1 —uzv/c?’
uy = v
K B —uzv/c?)’
we = -2
¢ Bl —uzv/c?)’
y
ox' oYy" 9oz
/I — 1— - 2 .
e T T Bl —uzv/c)p

Ya que —como se deduce del teorema de adicién de ve-
locidades (seccién 5)— el vector (ug,uy,u¢) no es mas
que que la velocidad de la carga eléctrica medida desde
el sistema k, tenemos pues la prueba, sobre la base de
nuestros principios cinematicos, de que los fundamentos
de la teoria de Lorentz sobre la electrodindmica de los
cuerpos en movimiento estd de acuerdo con el princpio
de la relatividad.

Anadiré brevemente que de las anteriores ecuaciones
se puede deducir de una manera sencilla la siguiente ley
importante: si una carga eléctrica estd en movimiento en
cualquier lugar del espacio, sin alterar su magnitud al
medirse desde un sistema de coordenadas que se mueve
junto al cuerpo, entonces dicha carga permanece cons-
tante al medirse desde el sistema estacionario K.

10. DINAMICA DEL ELECTRON LENTAMENTE
ACELERADO

Supongamos que una particula eléctrica con carga e
(llamada “electrén” en lo sucesivo) se mueve en un cam-
po electromagnético, de tal forma que obedece la siguien-
te ley de movimiento: si el electrén estd en reposo en un

cierto instante, su movimiento en el siguiente instante
estd dado por

d’z
mﬁ = EX,
d?y
W = SY,
d?z
mw = EZ,

donde z, y, z denotan las coordenadas del electrén y m es
su masa en tanto su movimiento sea lento. Si la velocidad
del electrén es v en un cierto instante, queremos cono-
cer la ley de movimiento del electrén para los instantes
inmediatamente posteriores.

Sin afectar el caracter general de nuestras considera-
ciones, supondremos que el electrén, un cierto instante
relevante, se encuentra en el origen del coordenadas y se
mueve con velocidad v a lo largo del eje X del sistema
K. Esté claro pues que en ese instante (¢ = 0) el electrén
estd en reposo respecto al sistema de coordenadas que se
mueve paralelamente con velocidad v a lo largo del eje X .
De esta suposicién, junto con el principio de relatividad,
estd claro que para los siguientes instantes inmediatos
(valores de ¢ pequeios), el electrén, visto desde el siste-
ma k, se movera de acuerdo a las ecuaciones:

d2

md—TE = EX’,
d2

md—TZ = 8YI,
d2

md—Tg = SZ’,

donde los simbolos &, 7, (, X', Y’ Z' se refieren al sistema
k. Si ademés decidimos que cuandot =z =y =2 =10
entonces 7 = ¢ = n = ( = 0, las ecuaciones de transfor-
macién de las secciones 3 y 6 son vélidas, de tal forma
que

T = B(t—wvz/c?),
f:,B(a:—vt), XIZX;
n=yv, YI:/B(Y_UN/C)>
¢ =z, Z'=B(Z +vM]/c).

Con la ayuda de estas ecuaciones, transformamos las
ecuaciones de movimiento del electron del sistema k& al
sistema K y obtenemos:

Po_ e

a2 mp3’

d?y €

az m—B(Y—UN/C), (1)
d?z €

Nos preguntamos ahora, de acuerdo al punto de vista
usual, cudl es la masa “longitudinal” y cudl es la masa
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“transversal” del electréon en movimiento. Para respon-
der re-escribimos las ecuaciones (1) en la forma

d’z
3 v
m,B W =eX —EX’,
d*y
mB2W =eB(Y —vN/c) =Y,
o, d*z
mp o eB(Z +vM/c) =eZ',

y recalcamos que e X', €Y’ eZ’ son las componentes de la
fuerza ponderomotriz que actia sobre el electrén, tal co-
mo se ven en ese momento desde el sistema que se mueve
junto al electrén (esta fuerza se puede medir, por ejem-
plo, por un resorte en reposo en este ultimo sistema).
Si llamamos a esta fuerza simplemente “la fuerza que
acttia sobre el electrén” (?) y mantenemos la ecuacién
masax aceleracion=fuerza, midiendo las aceleraciones en
el sistema estacionario K, obtenemos de las anteriores
ecuaciones que

I m
masa longitudinal = ———,
V1—v?/c?
¢ 1 o
masa transversal = ————.
1—v2/c?

Con otra definicién de fuerza, naturalmente deberiamos
obtener otros valores para las masas. Esto nos muestra
que al comparar diferentes teorias sobre el movimiento
del electrén, debemos proceder con mucha cautela.

Sefialemos que estos resultados referidos a la masa
también son vélidos para puntos materiales ponderables,
ya que un punto material ponderable puede convertirse
en un electrén (de acuerdo a nuestro sentido de esta pala-
bra) afiadiéndole una carga eléctrica, sin importar cudn
pequena.

A continuacién calcularemos la energia cinética del
electrén. Si éste se mueve a partir del reposo en el origen
de coordenadas del sistema K a lo largo del eje X bajo
la accién de una fuerza electrostatica X, estd claro que
la energia tomada del campo electrostético tiene el valor
[eXdz. Ya que el electrén se acelerard lentamente, y en
consecuencia no emitira energia en forma de radiacién,
entonces la energia tomada del campo debe ser igual a
la energia de movimiento W del electrén. Teniendo en
cuenta que durante todo este proceso es valida la primera
de las ecuaciones en (1), obtenemos:

v 1
W:/Ede:m/ Budv = me? | —— — 1
0 V1=0v2/c?
Asi, cuando v = ¢, W es infinito. Por lo tanto, las

velocidades mayores a la de la luz —como en nuestros
resultados previos— no tienen posibilidad de existir. La

9La definicién de fuerza dada aqui no es conveniente, tal como
lo senalé por primera vez M. Planck. Es méas adecuado definir a
la fuerza de tal manera que las leyes del momentum y la energia
tomen su forma més simple.

expresion encontrada para la energia cinética debe, por
el argumento dado antes, aplicarse asimismo a las masas
ponderables.

A continuacién enumeraremos las propiedades que re-
sultan del sistema de ecuaciones (1) para el movimiento
de un electrén, siendo estas propiedades accesibles a la
experimentacién.

1. De la segunda ecuacién del sistema (1) sigue que
una fuerza eléctrica Y y una fuerza magnética IV, cuando
Y = Nu/c, tienen acciones deflectivas igualmente inten-
sas sobre un electrén con velocidad v. Vemos pues que
es posible, de acuerdo a nuestra teoria, determinar la
velocidad de un electrén a partir del cociente entre la
intensidad de deflexién magnética A,, y la intensidad de
deflexién eléctrica A, (para cualquier velocidad), apli-
cando la ley

Esta relacién puede verificarse experimentalmente, ya
que la velocidad del electrén se puede medir de manera
directa, por ejemplo, por medio de campos eléctricos y
magnéticos rapidamente oscilantes.

2. De la deduccién de la energia cinética del electrén,
sigue directamente que entre la diferencia de potencial
P y la velocidad v adquirida por el electrén debe darse
la relacion

1
P:/Xd:nzmc2
€

- 1

3. Calculemos ahora el radio de curvatura de la tra-
yectoria seguida por el electrén cuando estd presente
una fuerza magnética N (s6lo como una fuerza deflec-
tiva) que actia perpendicularmente sobre la velocidad
del electrén. De la segunda ecuacién del sistema (1) ob-
tenemos

d2 2
Y

mc

o bien

mc? v/c 1

R=——————.
e J1—v2/c2N

Estas tres relaciones constituyen, segin la teoria presen-
tada en este trabajo, la expresién completa de las leyes
de acuerdo a las que el electrén se debe mover.

Para concluir, deseo decir que al trabajar en el pro-
blema tratado aqui, tuve la asistencia leal de mi amigo
y colega M. Besso, con quien quedo en deuda por varias
sugerencias valiosas.
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(DEPENDE LA INERCIA DE UN CUERPO DE SU CONTENIDO
ENERGETICO? !

Albert Einstein
Berna, 27 de Septiembre de 1905

Los resultados de la investigaciéon previa llevan a una
conclusién muy interesante que se deducird en este tra-
bajo. Dicha investigacién tuvo como base las ecuaciones
de Maxwell-Hertz para el espacio vacio y la expresion de
Maxwell para la energia electromagnética del espacio.
Adicionalmente se tenfa el principio de relatividad: las
leyes por la que se modifican los estados de los sistemas
fisicos, son independientes de la eleccion de cualquiera
de dos sistemas de coordenadas que estan en movimien-
to paralelo de traslacion respecto uno del otro, y a los
cuales se refieren dichas modificaciones de estado.

Con estos principios (2) como base de mis investiga-
ciones, deduje, inter alia, el siguiente resultado (seccién
8): Sea un sistema de ondas planas luminosas que, re-
feridas al sistema de coordenadas (x,y, z) posee energia
[; supongamos que la direccién del haz luminoso forma
un angulo ¢ con el eje X del sistema. Si se introduce un
nuevo sistema de coordenadas (£,7,¢) con movimiento
uniforme de traslaciéon paralela con respecto al sistema
(z,y, z), cuyo origen se mueve a lo largo de la coordenada
z con velocidad v, entonces la energia de la luz medida
en el sistema (&,n,() es

_ll—cos¢v/c

V1—v2/e2’

donde ¢ denota a la velocidad de la luz. Haremos uso de
este resultado en lo que sigue.

*

Supongamos que un cuerpo estacionario se encuen-
tra en el sistema (z,y,z) y su energia, referida a este
sistema, es Ey. La energia de este cuerpo con respecto al
sistema (£, 1, () que se mueve con velocidad v serd Hy.
Ahora supongamos que este cuerpo emite ondas planas
luminosas en la direccién que forma el angulo ¢ con res-
pecto al eje de las x, asi como en la direccién opuesta;
la energia de estas ondas serd L/2 al medirse desde el
sistema (z,y, z). El principio de energia debe aplicarse
a este proceso con respecto a ambos sistemas de coor-
denadas (por el principio de relatividad). Llamemos E;
o H; a la energia emitida cuando se mide en el siste-
ma (z,y,2) o (§,n,() respectivamente. Asi, empleando

ITraduccién realizada por Diego Sanjinés C. a partir de “Does
the Inertia of a Body depend upon its Energy-content?”, A.
Einstein, en The Principle of Relativity (Dover, 1952), p. 69.

2Fl principio de constancia de la velocidad de la luz ya esta com-
prendido por la ecuaciones de Maxwell.
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la relacién dada arriba se obtiene:

E, = E,+L/2+4+1L/2,
1 1—cospuvu/e 1 _1+cospuv/c
Hy = Hy +-L +=
0 ' V1=-v2/cz 2 \/1—v?/c?
L
= H1—|—

Por sustraccion se obtiene:

HO—EO—(Hl—El):Ll;—Il.
V1=0v%/c?

Las dos diferencias de forma de H — E que se encuentra
en esta férmula tienen significados fisicos sencillos. H y
FE son los valores de la energia del mismo cuerpo referida
a dos sistemas de coordenadas que se mueven uno con
respecto al otro, estando el cuerpo en reposo en uno de
estos sistemas (el sistema (z,y,z)). Esta claro pues que
H — E puede diferir de la energia cinética K del cuer-
po, con respecto al sistema (£,7,(), por una constante
aditiva C' que depende de la eleccién de las constantes
aditivas de las energias H y E. Asi, podemos escribir

Hy—E, =
H -E =

K0+C)
K1+C)

ya que C' no varia durante la emisién de luz. Tenemos
pues:

Ko—Ki =L

B 1] .

N

Esto significa que la energia cinética del cuerpo respec-
to al sistema (&,7,¢) disminuye como resultado de la
emisién de luz, y la magnitud de dicha disminucién es
independiente de las propiedades del cuerpo. Es més:
la diferencia Ky — K, asi como la energia cinética del
electrén (seccién 10), depende solamente de la velocidad.
Despreciando las magnitudes de cuarto orden y érdenes
superiores, podemos escribir

L
Ko — Ky = -0’

1

52V

De esta ecuacion sigue directamente que: Si un cuerpo
emite una cantidad L de energia en forma de radiacion,
su masa disminuye en L/c*. El hecho de que la energia
emitida por el cuerpo se convierta en energia de radia-
cién, evidentemente no hace diferencia alguna, asi que
podemos escribir una conclusién mas general:
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La masa de un cuerpo es una medidad de su conteni- No es imposible que en aquellos cuerpos cuyo conte-
do energético; si la energfa varfa en L, entonces la masa  nido energético sea muy variable (por ejemplo, sales de
varia asimismo en L/(9 x 10%°), donde la energia se mide  radio) esta teoria pueda ser verificada exitosamente. Si
en ergios y la masa en gramos. la teoria corresponde pues con los hechos, entonces la

radiacién transmite inercia entre los cuerpos emisores y
absorbentes.
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RESUMEN

Presentamos resultados de mediciones de ruido urbano realizadas en el centro de
la ciudad de La Paz con la finalidad de elaborar un mapa actstico. Con un sonémetro
tipo 1 previamente calibrado mediante normas internacionales se han adquirido datos
de niveles de ruido en diferentes puntos de la ciudad. Los resultados muestran altos
niveles de contaminacién acustica en varios puntos de la ciudad independientemente de

la hora del dia.

ABSTRACT

We show results of measurements of urban noise in the downtown of La Paz city
in order to elaborate an acoustic map. With a type 1 Sound Level Meter previously
calibrated we have performed measurements of noise levels in several points of the city.
The results shown high levels of acoustic pollution in several points of the city.

1. INTRODUCCION

La intensa actividad humana concentrada en el cen-
tro urbano de la Ciudad de La Paz, el vertiginoso creci-
miento de la poblacién y el incremento permanente del
nimero de vehiculos que circulan diariamente por sus ca-
lles, repercuten de manera directa en el medio ambiente
y, consecuentemente, en la calidad de vida de sus habi-
tantes. La exposicién a la contaminacién acustica es un
problema que suscita gran inquietud entre la poblacién
de la urbe pacena. En la actualidad, lamentablemente, la
escasa legislacion sobre ruido ambiental [1,2] no se ajus-
ta de manera apropiada a las caracteristicas “normales”,
del ambiente actstico en el centro de La Paz.

El ruido es uno de los contaminantes mas subestima-
dos a pesar de su omnipresencia y su efecto acumulativo
sobre la salud. Estd comprobado, que el ruido del trafico
rodado es la principal causa de contaminacién acustica
en ambientes urbanos e interurbanos.

Un mismo sonido, como la musica por ejemplo, pue-
de ser percibido como agradable relajante o estimulante,
enriquecedor o sublime, por la persona que decide dis-
frutarla, o bien como una agresién fisica y mental por
otra persona que ve perturbado su descanso.

Por definicion, el ruido es un sonido no deseado que
interfiere o molesta en algunas actividades. El ruido para
ser tal, no necesariamente debe ser muy intenso, como es
el caso del ruido de un mosquito volando cerca del oido o
las gotas que caen de un grifo por la noche, que pueden
producir una gran molestia a pesar de que su nivel so-
noro sea muy bajo. Asi por ejemplo, el ruido de millones
de gotas que forman la lluvia es mucho més intenso y
sin embargo es menos molesto y en muchos casos has-
ta placentero o sedante. La diferencia fundamental entre
“sonido” y “ruido” estd determinada por un factor sub-
jetivo: “llamamos ruido a todo sonido no deseado”.
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El ruido presenta grandes diferencias con respecto a
otros contaminantes:

= es el contaminante mas barato de producir y nece-
sita muy poca energia para ser emitido.

= es complejo de medir y cuantificar.

= no deja residuos, no tiene un efecto acumulativo en
el medio, pero si puede tener un efecto acumulativo
en sus efectos en el hombre.

= tiene un radio de accién mucho menor que otros
contaminantes, vale decir, es localizado.

= no se traslada a través de los sistemas naturales,
como el aire contaminado movido por el viento, por
ejemplo.

= se percibe sélo por un sentido: el oido, lo cual hace
subestimar su efecto. Esto no sucede con el agua,
por ejemplo, donde la contaminacién se puede per-
cibir por su aspecto, olor y sabor.

El ruido ambiental produce multiples y variados efec-
tos sobre el ser humano [3]. Precisamente, por tener el
caracter de no deseado, el ruido urbano molesta, inco-
moda, perturba, produciendo un estado de nerviosismo
y estrés, generalmente acompanado de una sensacién de
frustracién e impotencia ante la imposibilidad de desac-
tivar la fuente de ruido.

A diferencia de la vista, nuestro sistema auditivo
estd siempre abierto al mundo, lo que implica una re-
cepcién continua de estimulos y de informaciones sono-
ras de las que no podemos sustraernos. La exposicion a
niveles de ruido intenso durante un periodo de tiempo
significativo, da lugar a pérdidas de audicién, que si en
un principio son recuperables cuando el ruido cesa, con
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el tiempo pueden llegar a hacerse irreversibles, convir-
tiéndose en sordera. A su vez, la exposicién a niveles de
ruido de mediana intensidad, pero con una prolongacién
mayor en el tiempo, repercute en forma similar, tradu-
ciéndose ambas situaciones en desplazamientos tempo-
rales o permanentes del umbral de audicién. El umbral
de audicién para un oyente determinado es la presién so-
nora minima de un sonido especificado que es capaz de
permitir una sensacién auditiva. El umbral de audicién,
puede sufrir desplazamientos temporales y permanentes
por la presencia de ruido. El desplazamiento permanen-
te del umbral de audicién, es producido por exposiciones
prolongadas a niveles superiores a 75 u 80 dB(A), (la
Organizacion Mundial de la Salud recomienda un maxi-
mo nivel de exposicién al ruido de 65 dB(A)) por so-
nidos de corta duracién de entre 110 y 140 dB(A), o
por acumulaciéon de fatiga auditiva sin tiempo suficiente
de recuperacién. Hay lesién del oido interno, se produ-
ce inicialmente en frecuencias no conversacionales, por
lo que el sujeto no la advierte hasta que es demasiado
tarde. Puede ir acompanada de zumbidos de oido (acife-
nos) y de trastornos del equilibrio (vértigos). Se vincula
directamente con la presbiacusia, término que describe
la pérdida de la sensibilidad auditiva debida a los efec-
tos de la edad. La sordera producida es de percepcién
y simétrica, lo que significa que afecta ambos oidos con
idéntica intensidad.

Pero los efectos del ruido van desde molestia, inco-
modidad y estrés, pasando por perturbacién del sueno,
hasta complicaciones psicofisiologicas y deterioro de la
calidad de vida. Ademds de las ya senaladas afecciones
producidas por el ruido al oido, éste actia negativamente
sobre otras partes del organismo, donde se ha compro-
bado que bastan 50 a 60 dB(A) para que existan enfer-
medades asociadas al estimulo sonoro. En presencia de
ruido, el organismo adopta una postura defensiva y hace
uso de sus mecanismos de proteccién. Se han podido ob-
servar efectos vegetativos como la modificacién del ritmo
cardiaco y vasoconstricciones del sistema periférico. En-
tre los 95y 105 dB(A) se producen afecciones en el riego
cerebral, debidas a espasmos o dilataciones de los vasos
sanguineos, ademdas de alteraciones en la coordinacién
del sistema nervioso central; alteraciones en el proceso
digestivo, dadas por secreciones acidas del estémago las
que acarrean ulceras duodenales, célicos y otros tras-
tornos intestinales; aumento de la tensién muscular y
presién arterial; cambios de pulso en el electroencefalo-
grama,; dilatacién de la pupila, alterando la visién noc-
turna, ademds de estrechamiento del campo visual. Las
reacciones fisiolégicas al ruido no se consideran patologi-
cas si ocurren en ocasiones aisladas, pero exposiciones
prolongadas (por ejemplo, el ruido de trafico urbano)
pueden llegar a constituir un grave riesgo para la salud.
Esta comprobado que en los sujetos expuestos al ruido,
se produce un incremento significativo en la concentra-
cién de la hormona GH, que es uno de los principales
marcadores de estrés.

Se han realizado estudios que han determinado que

para asegurar un suefio sin perturbaciones, condicién ne-
cesaria para el bienestar fisiol6gico y mental, el nivel de
presién sonora no deberfa exceder los 45 dB(A), lo cual
practicamente es imposible de encontrar en varios pun-
tos de la ciudad. Se han detectado también efectos del
ruido en la salud mental e influencias en el desempefio
y la productividad de las personas, especialmente en ta-
reas que requieren concentracién. Estos efectos, como ya
se mencioné en el parrafo anterior, son comprobables
por cambios cuantificables en la presién sanguinea, rit-
mo cardiaco, niveles de secreciéon endécrina e, inclusive,
indices de admisién en hospitales psiquidtricos. La in-
terferencia con la comunicacién degrada el nivel de vida
directamente, causando trastornos en tareas laborales y
sociales. En las calles del centro de La Paz, en las ho-
ras pico, es practicamente imposible mantener una con-
versacion debido al ruido que generan los vehiculos de
transporte publico. La interferencia con la comunicacién
en interiores también se ve severamente afectada, ya que
cuando el nivel de ruido de fondo supera los 45 6 50
dB(A), las personas se ven forzadas a elevar un poco
la voz, e inclusive, a cerrar las ventanas si dicho nivel
supera los 70 dB(A). La aparicién sibita de un ruido
puede producir alteraciones en la conducta, haciendo que
una persona se torne momentaneamente agresiva e irri-
table. El ruido hace mas lenta la articulacién en la tarea
de repaso, especialmente con palabras desconocidas o de
mayor longitud. El ruido provoca que la atencién se en-
foque en los aspectos més importantes en detrimento de
aquellos otros aspectos considerados de menor relevan-
cia. Mujeres embarazadas que han estado desde el prin-
cipio en una zona muy ruidosa tienen nifios que no sufren
alteraciones, pero si se instalan en estos lugares después
de los cinco meses de gestacion, luego del parto los nifios
no soportan el ruido, lloran cada vez que lo sienten, y al
nacer su tamafio podria ser inferior al normal. Los nifios
en un ambiente ruidoso sufren perturbaciones en su ca-
pacidad de escuchar y un retraso en el aprendizaje de la
lectura. En resumen, es necesario tomar en cuenta que
los altos niveles de contaminacién acustica estan direc-
tamente relacionados con una disminucién en la calidad
de vida de los ciudadanos. Otro aspecto que se maneja
en ciudades grandes, dificil de cuantificar, pero que tie-
ne que ver con el ruido contaminante, es la repercusién
econémica [4].

2. LA CIUDAD DE LA PAZ, A 3600 m.s.n.m.

La mayoria de los instrumentos de medida de niveles
sonoros, por su fabricaciéon y calibracién bajo normas
internacionales, estan referidos a condiciones normales
de presién y temperatura. Se conoce, sin embargo, que
la presién afecta el comportamiento del sonido, por lo
que se debe introducir correcciones cuando un equipo es
usado en regiones, como La Paz, cuyas condiciones de
presién y temperatura son totalmente diferentes de las
normales [5].

La ciudad de La Paz, ademas, posee caracteristicas
diferentes a las de muchas ciudades en las que se han de-
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sarrollado trabajos de elaboraciéon de mapas acusticos. El
parque automotor en La Paz supera los 10° vehiculos, los
mismos que transitan por pocas vias troncales, de ma-
nera que en determinados lugares se producen grandes
congestionamientos y, por lo tanto, grandes niveles de
contaminacién acustica. No se debe dejar de mencionar
la topografia de la hoyada pacenia y las edificaciones altas
que predeterminan un ambiente acustico singular en ca-
da calle y avenida. A todo esto se suma la contaminacién
de ruido ambiental por el mal estado de los vehiculos, uso
indiscriminado de bocina en las calles, bullicio de ven-
dedores ambulantes y voceadores, centros comerciales,
etc.

Por todo lo anteriormente expuesto, la elaboracién de
un mapa acustico para la ciudad de La Paz, pasa necesa-
riamente por un conocimiento previo de las caracteristi-
cas de las diferentes zonas y la calidad de las fuentes
contaminantes de ruido. Hemos establecido, de manera
inicial, un protocolo de mediciones de ruido [5] y un pro-
tocolo para elaboracién de mapas actsticos. El acuerdo
sobre dichos protocolos ha permitido tomar decisiones
sobre la manera de realizar las mediciones, discriminar
los puntos de medicién, el tiempo de cada una, el tipo de
tratamiento estadistico de los datos y la interpretacién
de los indicadores correspondientes.

3. CARACTERISTICAS FISICAS DEL SONIDO

En ausencia del sonido, la presiéon atmosférica alcan-
za un estado de equilibrio y es constante. El sonido es
el resultado de una perturbacién que se propaga en un
medio elastico. Esta perturbacién es una variacion de la
presion P del aire respecto a la presién de equilibrio, P,.
Fisicamente, podemos establecer que el sonido es pro-
ducido por una variacién de presién, que depende del
tiempo:

p(t) = P— P,. (1)

La variacién de presion, p(t), se conoce como presion
sonora instantinea. Es interesante observar que para los
sonidos habituales dicha variacién de presiéon es mucho
menor en magnitud que la presién atmosférica. Mientras
que la presién atmosférica es del orden de P, = 10°Pa,
la variacién de presion estd en el rango:

30 x 1075Pa < p < 30Pa.

El sonido puede ser descrito a partir de sus principa-
les caracteristicas fisicas: amplitud, frecuencia y patrén
temporal.

La amplitud de un sonido es lo que percibimos co-
mo “potencia o sonoridad”. En realidad, este término
corresponde a la amplitud de las variaciones de presion
atmosférica que constituyen el sonido (presién sonora).
Por tanto, la presién sonora, es la magnitud que permi-
te medir la amplitud del sonido, y es parte componente
fundamental de varios descriptores de ruido.

La velocidad con la que vibra la fuente sonora, y por
lo tanto, la velocidad a la que vibra el aire, determina la

frecuencia del sonido, la que se percibe como el tono del
sonido. La mayoria de los sonidos estdn compuestos por
una mezcla de tonos, de variada frecuencia y amplitud.

El sonido también puede caracterizarse por sus di-
ferentes patrones temporales: continuo, fluctuante, im-
pulsivo, intermitente. Los sonidos continuos son aquellos
que se generan por largos periodos de tiempo a un ni-
vel constante. Los fluctuantes son aquellos cuya ampli-
tud varia en el tiempo, como el producido por el tréafico
vehicular urbano. Los impulsivos son aquellos que se ca-
racterizan por tener una duracién extremadamente corta
de tiempo, como un disparo de arma de fuego. Los soni-
dos intermitentes son aquellos producidos por intervalos
de tiempo relativamente cortos pero de manera reite-
rada, como el despegue o aterrizaje de aviones en un
aeropuerto.

La presion sonora eficaz, P.y, se define como el valor
cuadratico medio de la presién sonora instantdnea p(t),
integrado sobre un nimero entero de periodos:

T
Py =7 | vz )

El nivel de presion sonora, o SPL, se denota con el
simbolo L,, y se expresa en decibeles (dB). El dB no
es una unidad de medida, sino una relacién logaritmi-
ca entre la presién sonora eficaz P,y y una presién de
referencia, de acuerdo a la siguiente expresién:

P,

Lp = 20loglgpef 5 (3)
ref

donde P,y es el valor eficaz de la presién sonora y Py

es la presién de referencia, que tiene un valor de:

Py =20 x 10 % Pa. (4)

Un incremento de 1 dB no representa un incremento
fijo de la presién sino un aumento relativo de un 12,2 %.
El valor de P,.; se ha elegido porque coincide con el
umbral de audicién normal para 1 kHz, lo cual implica
que un sonido se puede percibir cuando L, > 0 dB.

La escala logaritmica resulta conveniente, dado el
enorme rango de valores que se manejarian con una mag-
nitud lineal. El oido humano posee un rango de respuesta
en amplitud extremadamente amplio; puede percibir so-
nidos desde 0 dB (umbral de audicién) hasta 120 dB
(umbral de dolor). Al ser una magnitud logaritmica, es
importante notar que la suma de niveles de presién sono-
ra no se realiza sumando aritméticamente los valores en
dB. Como ejemplo, supongamos que queremos obtener
la suma de dos sonidos cuyos niveles de presién sonora
son Ly y Lp2, entonces, como la potencia acustica es
proporcional a la presién eficaz al cuadrado, para sumar
los niveles de presién sonora dados, primeramente de-
bemos expresar estos valores en términos de la presién
cuadratica media.

P} =P} + P3, (5)
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Figura 1. Curvas de Fletcher y Munson [6]. Un tono de 200
Hz y 40 dB de L, provocard la misma sensacién de sono-
ridad que uno de 1000 Hz y 20 dB de L,. Se dice entonces
que tiene un nivel de sonoridad de 20 fon. Obsérvese que a
igual L, los sonidos muy graves (baja frecuencia) y los muy
agudos (alta frecuencia) tienen menor nivel de sonoridad que
los sonidos medios. Ademds, en la zona de los 3000 Hz se
tiene la mayor sensibilidad del oido. La curva de 0 fon es el
umbral de audicién, y la de 120 fon, el umbral de dolor.

() =) (7)o
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De la ecuacién (2),
P \2
=10%/10, 7
<Pref> @

La expresién del nivel sonoro, Ly, resultante de la
suma es:

L, = 10logio (10%1/ 10 4 qoLv2/ 10) . 8)

En el caso de sumarse dos sonidos de diferentes ni-
veles, el de menor nivel contribuye menos al de mayor
nivel a medida que la diferencia entre ambos se amplia.
Si la diferencia es de 10 dB, el sonido de menor nivel
practicamente no suma nada al de mayor amplitud.

La frecuencia de un sonido (en Hz) denota la canti-
dad de oscilaciones por segundo que ocurren en el aire en
el cual el sonido se propaga. En los sonidos monofrecuen-
tes, la frecuencia se asocia a la percepcion del tono; sin
embargo, la mayoria de los sonidos que se encuentran en
la naturaleza y el medio ambiente son multifrecuentes, o
sea, estan conformados por una compleja suma de varias
componentes de frecuencia. El rango de frecuencias au-
dibles por el oido humano se extiende aproximadamente
de 20H z a 20k H z, para personas jévenes sin problemas
auditivos.

Para una evaluacién més completa de un fenémeno
sonoro, es necesario contemplar ambos aspectos: frecuen-
cia y tiempo. El aspecto de la frecuencia puede ser toma-

do en cuenta intercalando diversos tipos de filtros entre
la senal sonora detectada por el micréfono y el indica-
dor final del instrumento de medicién. Dichos filtros se
clasifican en dos grandes clases: filtros de banda (de oc-
tava, de tercio de octava, de ancho de banda fijo) y las
redes de ponderacién (A, C, etc.). El aspecto temporal,
por su parte, se tiene en cuenta por medio del tipo de
respuesta temporal del instrumento: velocidad dindmi-
ca de respuesta (lenta, rdpida, impulsiva) y la funcién
promediadora (valor eficaz, pico, dosis, descriptores es-
tadisticos). Esto se verd mds adelante con mayor detalle.

La amplitud de una onda esta relacionada con la sen-
sacion de sonoridad, o volumen del sonido correspondien-
te. Sin embargo, la relacién no es tan directa como en
el caso de la frecuencia, ya que la sensibilidad del oido
varia notablemente con la frecuencia. Asi, un sonido cu-
yo nivel de presién sonora es de 80 dB, por ejemplo,
sonard bastante débil si su frecuencia es de 30 Hz y en
cambio sumamente intenso si es de 3000 H z.

Se han realizado experimentos para establecer de una
manera cuantitativa esta peculiaridad de la respuesta
auditiva. El resultado son las curvas obtenidas por los
investigadores H. Fletcher y W. A. Munson [6]. Dichas
curvas, ilustradas en la Figura 1 se obtuvieron compa-
rando la sonoridad de un tono de frecuencia dada con la
de un tono de 1 kHz al cual se le variaba el L,. Estas
curvas permitieron definir el nivel de sonoridad (NS) de
un tono como el nivel de presién sonora de un tono de 1
kH z igualmente sonoro que el primero. Para diferenciar
el nivel de sonoridad del nivel de presién sonora, se lo
expresa en fon. En la Figura 1, se muestra el ejemplo
de un tono de 200 Hz y 40 dB, el cual se escucha como
uno de 1000 Hz y 20 dB, por lo cual el primero tiene
NS = 20fon. Las curvas extremas, son los limites de
la audicién humana. La correspondiente a 0 fon es el
umbral de audicién, por debajo del cual una vibracién
del aire no es perceptible. Debe aclararse que el umbral
de audicién depende realmente de la persona y del esta-
do de su oido, correspondiendo las curvas a promedios
estadisticos. La curva de 0 fon es el umbral para per-
sonas de buena audicién. Una pérdida de 10 a 20 dB
respecto a este umbral se considera normal. Por encima,
de los 25 dB de pérdida, comienzan las dificultades para
la comprensién oral. La curva de 120 fon corresponde al
umbral de dolor. De alli en adelante, ademés de sonido
como tal comienza a percibirse un dolor intenso, ademés
de empezar de inmediato el dano irreversible del oido
interno.

Cada una de las curvas (o contornos) de Fletcher y
Munson representa todas las combinaciones de frecuen-
cia y nivel de presién sonora que suenan igual de intensas
que un tono de referencia de 1000 Hz y nivel de presién
sonora dado. Dicho nivel de presién sonora (en dB) es
numéricamente igual al nivel de sonoridad (en fon) de
todas esas combinaciones. Por dicha razén se suele de-
nominar a estos contornos curvas de igual nivel de so-
noridad. Lo anterior permite concluir que el oido es més
sensible en la regién central del espectro de frecuencias
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(entre 500 Hz y 5000 H:z aproximadamente), ya que
alli se requiere un menor nivel de presién sonora para
evocar la misma sensacién de sonoridad. Particularmen-
te, la maxima sensibilidad se da cerca de los 3000 Hz,
lo cual se explica porque en esa regién el canal auditivo
posee una resonancia acustica. También se observa que
en bajas frecuencias la sensibilidad disminuye notable-
mente, es decir que alli se requiere una presién mucho
mayor para lograr igual sensacién de sonoridad. Desde
el punto de vista del control de ruido, esta propiedad del
oido es beneficiosa, ya que los ruidos de baja frecuencia
son mucho més dificiles de aislar o absorber, y por lo
tanto de controlar.

3.1. REDES DE PONDERACION DE
FRECUENCIA

La presion es medida por un micréfono calibrado y un
amplificador, o por un sonémetro, que incorpora un filtro
eléctrico capaz de modificar la respuesta en frecuencia,
intentando seguir aproximadamente la respuesta subje-
tiva del oido humano. Este hecho, junto con la facilidad
de realizacion fisica del filtro, ha conducido a la adop-
cién de redes de ponderacién en frecuencia, como medida
normalizada en muchas normativas nacionales e interna-
cionales. Las ponderaciones en frecuencia ampliamente
aceptadas son :

A. Eslared de ponderacién mas cominmente utilizada
para la valoracién de dafio auditivo e inteligibilidad
de la palabra. Empleada inicialmente para analizar
sonidos de baja intensidad, es hoy, practicamente, la
referencia que utilizan las leyes y reglamentos contra
el ruido producido a cualquier nivel.

B. Fue creada para modelar la respuesta del oido hu-
mano a intensidades medias. Sin embargo, en la ac-
tualidad es muy poco empleada. De hecho una gran
cantidad de sonémetros ya no la contemplan.

C. En sus origenes se cre6 para modelar la respuesta
del oido ante sonidos de gran intensidad. En la ac-
tualidad, ha ganado prominencia en la evaluacién
de ruidos en la comunidad, asi como en la evalua-
cién de sonidos de baja frecuencia en la banda de
frecuencias audibles.

D. Esta red de compensacién tiene su utilidad en el
analisis del ruido provocado por los aviones

U. Es una red de ponderacién de las mas recientes. Se
aplica para medir sonidos audibles en presencia de
ultrasonidos.

3.2. REDES DE PONDERACION TEMPORAL

En la definicién del valor eficaz de la presién (2),
interviene un tiempo de integraciéon 7' de cuyo valor de-
pende el resultado. En la figura 2 se muestra el valor
eficaz de un pulso de 0,1s de duracién, donde se puede
apreciar esta dependencia.

p(t) Pu

A

P P

» 1[s]

0.1 01 02 03 04 Tlsl

Figura 2. Un pulso de 0,1s de duracién y su valor eficaz en
funcién del tiempo de integracién T'.

En resumen, cuanto mayor sea el tiempo de integra-
cién, menos sensible es el valor eficaz a las fluctuacio-
nes propias del ruido o sonido, transformandose en un
parametro global méas que instantaneo del sonido. Esto
lleva a considerar la necesidad de establecer al menos
dos tipos de respuesta, en funcién del tipo de fenémeno
que se quiera evidenciar con la medicién. Surgen asi las
denominadas respuesta ripida y respuesta lenta, cuya
caracterizacién precisa vemos a continuacién. La obten-
cién del valor eficaz en forma exacta se podria realizar
con un dispositivo que realice la elevacion al cuadrado
y la integracién, sin embargo, dado que es complicado
realizar la integracién en forma exacta, lo que se hace
en la practica es reemplazar dicha integracién por un fil-
tro de tipo “pasabajos”, que cumple una funcién similar
comportandose como una especie de promediador “lo-
cal”. El filtro pasabajos se caracteriza por una constante
de tiempo T que permite minimizar los errores.

= Se define la respuesta lenta (slow) como aquélla pa-
ra la cual ante una excitacién en forma de pulso
senoidal de 1 kHz y una duracién de 0, 5s, la indi-
cacién maxima obtenida estd 4 dB por debajo de
la que se obtendria para una senal senoidal de igual
frecuencia y amplitud en régimen permanente. La
constante de tiempo del filtro para la denominada
respuesta lenta es de aproximadamente 7ot = 1s.

= La respuesta rapida (fast) se define como aquélla
para la cual ante una excitaciéon en forma de pul-
so senoidal de 1 kHz y una duracién de 0,2 s, la
indicacion maxima obtenida estd 1 dB por debajo
de la que se obtendria para una senal senoidal de
igual frecuencia y amplitud en régimen permanen-
te. En este caso se tiene una constante de tiempo
aproximada de : Trapido = 0,125s.

= La respuesta impulsiva es aquélla para la cual la
constante de tiempo para senales de valor absoluto
creciente en el tiempo es de 35ms, y en cambio para
senales de valor absoluto decreciente es de 1,5s, es
decir :

Timpulsivat = 35ms
Timpulsival = 1,5ms

La diferencia se debe a que de esta manera el instru-
mento es capaz de reaccionar ante pulsos muy rapidos,
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como ruidos percusivos o de impacto, explosiones, etc.,
pero luego retiene el valor leido durante un tiempo razo-
nable que permite su lectura por parte del operador.

4. EL NIVEL SONORO EQUIVALENTE (L.,)

Un concepto importante es el de nivel ruido equiva-
lente aplicado a mediciones a lo largo de ciertos perio-
dos de tiempo (no instantdneas). El nivel sonoro conti-
nuo equivalente con ponderacién de frecuencia, Lg,(A)
0 L¢y(C), para un intervalo de tiempo especificado es el
nivel de un ruido estable que corresponde al promedio
(integral) en el tiempo de la presién sonora al cuadrado
con ponderacién de frecuencia producida por fuentes de
sonidos estables, fluctuantes, intermitentes, irregulares o
impulsivos en el mismo intervalo de tiempo (las letras
maytsculas A o C, se refieren al tipo de red de pondera-
ci6én de frecuencia):

L palt)?dt
Thlios )
ref

donde pa(t) es la presién sonora ponderada por la red
de compensacién A, P..¢ es la presién de referencia
(20uPa), y T el tiempo durante el cual se realiza el es-
tudio, que puede ser la duraciéon de una jornada de tra-
bajo u otro tiempo cualquiera. El nivel sonoro continuo
equivalente en un determinado punto de medicién de un
sonido que cambia con el tiempo es igual al nivel de un
sonido estable equivalente para la misma duracién de la
medida; es decir, un sonido que tiene la misma energia
sonora equivalente en una onda sonora libre progresiva
que el sonido variable realmente medido. El nivel sonoro
continuo equivalente es una cantidad que se mide direc-
tamente con un sonémetro integrador.

Leq =10 lOglo

5. INDICADORES DE CONTAMINACION
ACUSTICA

Por las caracteristicas variables y complejas del rui-
do, es necesario recurrir a herramientas estadisticas para
tratar los datos registrados. De manera més especifica,
se hace uso de los llamados descriptores estadisticos de
ruido [7]. El andlisis estadistico puede ser de dos tipos:
distributivo y acumulativo. El primero indica por cuanto
tiempo el nivel sonoro ha estado dentro de un intervalo
dado, mientras que el segundo brinda indicacién de por
cuanto tiempo un determinado nivel sonoro ha sido su-
perado. Este iltimo tipo de andlisis es el mas utilizado,
y en base al mismo se definen los descriptores estadisti-
cos de ruido cominmente conocidos como percentiles, los
cuales sirven para dar informacién acerca de cémo varia,
o fluctua el nivel sonoro durante el periodo de medicién.

Un nivel percentil L, representa el valor de nivel so-
noro que fue superado durante el z porcentaje del tiempo
de medicién. Los percentiles Lgg, Los v Lgg se suele uti-
lizar para indicar lo que se conoce como ruido de fondo,
va que es el nivel de presién sonora minimo o de base,
que estd presente casi todo el tiempo. Los percentiles Ly,
L5 y Lqg se suelen usar para indicar lo que se conoce co-
mo pico de ruido. Los percentiles son considerados mas

representativos que los valores maximos y minimos ab-
solutos. En particular, a la diferencia (L1g — Lgo) suele
llamarse clima de ruido.

Entre los indicadores de niveles de contaminacién,
ademads de los percentiles, se tienen el nivel de conta-
minacién de ruido (L,,) y el Indice de ruido de tréfico
(TNI).

El L, intenta explicar el aumento de la molestia de-
bido a las fluctuaciones temporales del ruido y se define
como:

Lup = Leg + ko [dB], (10)

donde o es la desviacién tipica de los niveles sonoros ins-
tantaneos de los que se han tomado muestras durante el
periodo de medicién y k una constante de valor 2,56 ob-
tenida por D.W. Robinson [5] después de varios estudios
de respuesta subjetiva al ruido de trafico y de aviones.
El T NI se utiliza frecuentemente para describir el
ruido de la comunidad. Tiene en cuenta la variabilidad de
los niveles sonoros observados, en un intento por mejorar
la correlacién entre las medidas de ruido de trafico y la
respuesta subjetiva frente al ruido. Se define por:

TNI = 4(L10 - Lg()) + Lgp — 30 [dB] (11)

Tanto el TINI como el Ly, tienen limitaciones apa-
rentes o muestran inconsistencias cuando se aplican a
tipos muy distintos de ruido de la comunidad.

6. DESCRIPCION DEL EQUIPO UTILIZADO
PARA LAS MEDICIONES

Para la realizacion del presente trabajo, el Instituto
de Investigaciones Fisicas (UMSA) puso a nuestra dis-
posicién un sonémetro integrador CESVA, cuyas carac-
teristicas técnicas se resumen en la Tabla 1.

El sonémetro cuenta con un calibrador proporciona-
do por el fabricante, cuyas especificaciones técnicas se
detallan en la Tabla 2.

El micréfono del sonémetro ha sido sometido también
a pruebas de respuesta en frecuencia y omnidirecciona-
lidad, segin el esquema descrito en la referencia [5], por
lo que se han tomado las correspondientes previsiones a
fin de eliminar los errores sisteméaticos.

7. LINEAS METQDOLOGICAS DEL TRABAJO
DE MEDICION DE NIVELES DE RUIDO

En trabajos anteriores [5,7] se ha descrito el estable-
cimiento de un protocolo de mediciones de ruido am-
biental [5], con el objetivo de adoptar una metodologia
de evaluacién del ruido urbano en la ciudad de La Paz y
poder extenderlo al resto de ciudades del Pais; posibili-
tar una evaluacion acertada de la exposicion al ruido de
los habitantes de una determinada region; determinar la
necesidad de aplicar o extender politicas y plantear me-
didas tendientes al control del ruido urbano a mediano y
largo plazo. De igual manera, se han sugerido diferentes
lineas de accién para la elaboracién de un mapa acustico
de la ciudad de La Paz [7].



86 W. TAVERA, S. BARRETA, W. CANO

TABLA 1

Especificaciones técnicas del sonémetro integrador- promediador Cesva SC - 20c Tipo 1 utilizado para medir los
niveles de contaminacién actstica de la ciudad de La Paz.

Caracteristicas Sonémetro integrador - promediador
Marca CESVA.
Modelo SC - 20 c.
Rango dindmico De 23 a 130 dB(A) (RMS).
Rango pico Hasta a 140 dBC.

Fast (LF), Slow (LS), Pico (Lpk),

nivel continuo equivalente (LeyT', Legl', Leg1"),
Funciones nivel de exposicién sonora SEL (LE) y sus méximos.
Medidas estadisticas, percentiles (L1o, Lso, Lgo)-
Reloj (indica la duracién de la medida).

Ponderacién frecuencial | A y C para todas las funciones, excepto Lpk
con sélo C.

Indicaciones Saturacién y bateria agotada.

1999 resultados finales o 199 minutos de
Memoria grabacién segundo a segundo

(siempre guarda todos los pardmetros).
IEC 60651:1979 (A1:1993),

UNE-EN 60651:1996 (A1:1997),

TIEC 60804:1985 (A1:1989, A2:1993),
Normas UNE-EN 60804:1996 (A2:1997)

en todas ellas como clase 1.

B.O.E. nim. 311 del 29 Diciembre
1998 sobre metrologia legal
(aprobacién de tipo n° 99006).

Certificados Certificado de aprobacién suizo
(OFMET) n° S - 60 como clase 1.
Ruido de fondo < 18 dB(A) sin micréfono.

Serie (RS-232) a 9.600 baudios para
impresora y comunicacién con PC .

Salidas AC salida sin ponderacién directa del
preamplificador (max. 2,7 V RMS).

DC salida equivalente al display (10 mV /dB).

Bateria 1 bateria tipo 6LF22 de 9 V, alcalina o de litio.
Dimensiones 260 x 82 x 19mm.
Peso 600gr con bateria.
Por la importancia de la metodologia contemplada en procedimientos y cédigos de ensayo sefialados por
las referencias [5,7], y por ser el presente, un trabajo com- las normas ISO.
plementario a los mencionados, vemos por conveniente
detallar nuevamente los diferentes pasos sistematicamen- = Es recomendable medir de manera permanente. Sin
te utilizados en el proceso de recopilacion, tratamiento e embargo, mas adelante veremos que para el caso de
interpretacién de datos de contaminacion actstica en el mapas acusticos, ademds por no contar con suficien-
centro de la ciudad de La Paz. tes equipos de medida, el tiempo de medida se res-
En primer lugar, siguiendo el protocolo de mediciones tringe a periodos apropiados.

de ruido ambiental [5]:
= El equipo de medida acustica debe ser clasificado
= Para la valoracién del ruido ambiental se siguen los como tipo 1 necesariamente.
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TABLA 2

Especificaciones técnicas del calibrador sonoro Cesva CB - 5 clase 1L.

Caracteristicas Calibrador aciistico
Marca CESVA.
Modelo CB - 5.
Frecuencia, 1 kHz41,5%.
Nivel de presién sonora | 94 y 104 dB.
Distorsién armdnica <1%.
Variacion a largo plazo | < 0,1 dB.

IEC 942:1988, UNE-EN 20942:1994
como clase 1L en ambas B.O.E.

Normas num 311 del 29 diciembre 1998
sobre metrologia legal
(aprobacién de tipo n° 99009).
Certificados certificado de aprobacién suizo (OFMET)
n° S-60 como clase 1L.
Bateria 1 bateria tipo 6LF22 de 9V, alcalina o de litio.
Dimensiones 135mm, @48 mm.
Peso 230gr con bateria.

= Se debe calibrar adecuadamente el equipo de me-
dida, considerando correcciones por variaciones de
presion.

= Las medidas se deberdn realizar a una altura entre
1,2m y 1,8m sobre el nivel del suelo, lo més cercano
posible a la altura de los oidos de las personas. La
distancia del micréfono a la superficie reflectora mas
préxima debe ser entre 1m y 2m.

= Para evaluar los niveles de contaminacion de ruido
ambiental se monitoreard con la red de ponderacion
de frecuencia A. Pudiéndose también usar la red
de ponderacién de frecuencia C si el ruido presen-
ta fuertes componentes de baja frecuencia. Se reco-
mienda la constante de tiempo de respuesta lenta
(slow).

= Los pardametros para poder evaluar un estado de
contaminacién de ruido ambiental en una zona dada
deben ser los siguientes: L¢, (Nivel sonoro continuo
equivalente), percentiles L1g, Lso, Loo y los indica-
dores de contaminacién Ly, (Nivel de contamina-
cién de ruido) y TNT (Indice de ruido de tréfico).

Para la aplicacion de este protocolo a la elaboracion
de un mapa acustico de una ciudad o regién, se han
realizado algunas precisiones descritas en detalle en la
referencia [7].

De manera resumida, algunos de los criterios genera-
les considerados para la eleccién o descarte de puntos,
son los siguientes:

- Distribucién mas o menos uniforme de puntos en
cada barrio

- Densidad de poblacién
- Criterio de algunos habitantes consultados
- Cercania a centros escolares u hospitales

- Agrupando varios puntos que presentan similitud en
un unico punto de medicién representativo

- Combinacién de uno o mas de los criterios anteriores

Como método de validacién de los pardmetros adop-
tados, la diferencia entre los niveles de presién sonora en
puntos adyacentes no deberia ser superior a 5 dB.

Se realiz6 un trabajo de diagndstico previo que per-
mitié decidir también sobre los horarios en los cuales se
deberfan realizar las mediciones [7]. Considerando el ma-
yor o menor flujo vehicular y la mayor o menor intensi-
dad de actividad humana, se establecieron los siguientes
6 intervalos horarios para la toma de datos:

7:00 hrs - 9:00 hrs
10:00 hrs - 12:00 hrs
12:00 hrs - 14:00 hrs
16:00 hrs - 18:00 hrs
18:00 hrs - 20:00 hrs
22:00 hrs - 24:00 hrs

Para determinar qué tiempo de muestreo por cada
intervalo era el que debia adoptarse como representativo
del mismo, se realizé un estudio del tiempo de estabiliza-
cién de los datos medidos, siguiendo el siguiente esquema
simple. Con el criterio de que las medidas comienzan a
estabilizarse si difieren apenas en (1 dB, se registran
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TABLA 3

Informacién requerida en la hoja de datos generales.

INFORMACION DETALLE
Zona
Generales Calles
Hora

Nombre del archivo

N° de carriles
Tipo de via Material del suelo

Pendiente

Altura estimada

Promedio
Edificaciones Material de construccién
Vegetacién cercana
Flujo vehicular
Tréfico Tipos de vehiculos

N° de vehiculos

datos del nivel de ruido equivalente en forma completa
minuto a minuto durante una hora. Con los datos regis-
trados se calculan los niveles equivalentes para los pri-
meros 59 minutos, luego para los primeros 58 minutos, y
asi sucesivamente hasta el primer minuto. Examinando
los resultados se busca en qué minuto el nivel equivalen-
te cumple con la condicién de estabilizacién, siendo éste
el nimero de minutos en la hora, necesarios para reali-
zar las mediciones y que estas sean representativas de la
hora entera. Este procedimiento se debe repetir varias
veces para asegurar confiabilidad. Se observa, que en al-
gunos puntos de la ciudad como la plaza Pérez Velasco,
el tiempo de estabilizacion es minimo y el nivel de ruido
equivalente es practicamente constante en todo el inter-
valo de medicién. En otros puntos se requieren tiempos
de medicién mayores, lo que nos llevé a decidir normali-
zar todas las mediciones a un tiempo de 15 minutos por
intervalo horario.

Para cada punto de medida se elaboraron dos hojas
de reporte, una de datos generales y la otra de reporte
de resultados. La hoja de reporte de datos generales,
contiene la informacién detallada en la Tabla 3.

La informacién de la hoja de datos generales es muy
importante al momento de abordar la elaboracién de un
mapa acustico. Permite, juntamente con los datos técni-
cos, desarrollar modelos que de manera complementaria,
enriquecen la informacién contenida en el mapa y per-
miten el desarrollo de modelos para extrapolar los re-
sultados hacia lugares donde no se realizaron las medi-
ciones. Lamentablemente este tiltimo aspecto no ha sido
incorporado en el presente trabajo pues la extrema va-
riabilidad de los datos en calles que no son troncales no
permite adaptar un modelo estandar, sino por el contra-
rio se requiere la concepcién de un modelo mas elabora-
do. En muchas calles y avenidas, no es posible encontrar

correlaciones entre los datos medidos y la informacién re-
copilada, siendo los mismos por el contrario, fuertemente
aleatorios.

La hoja de reporte de resultados procesados de 10
columnas contiene la siguiente informacién: nombre del
archivo donde esta almacenada la informacién original,
identificacion del punto de medida, la memoria en la que
se grabaron los datos (Rcd), hora de inicio de las me-
diciones, desviacion standard de la serie de medidas, los
percentiles L19—Lso—Lgg, €l nivel sonoro continuo equiva-
lente L.g, y los indicadores de contaminacién Ly, (Nivel
de contaminacién de ruido) y TN (indice de ruido de
trafico). De manera adicional se incluye en esta tabla la
tasa horaria de flujo vehicular.

8. PUNTOS DE MEDIDA, DATOS, DIAGRAMAS Y
MAPAS

Se han realizado mediciones de nivel sonoro en va-
rios puntos del centro de la ciudad, elegidos siguiendo
los criterios descritos en la seccién anterior, por conside-
rarlos importantes principalmente por la concentracién
permanente o circunstancial de personas en diferentes
horas del dia. En esta fase se cuentan con registros de 58
puntos que permiten una adecuada descripciéon del am-
biente acustico de la ciudad de La Paz. Los puntos de
medida estan listados en la Tabla 4.

En las tablas incluidas en el apéndice se presentan
ejemplos de los datos procesados para cuatro puntos de
medida representativos. De igual manera las figuras del
apéndice permiten observar histogramas comparativos
entre los indicadores importantes para los diferentes in-
tervalos horarios. Estos histogramas muestran relaciones
importantes que las discutiremos en la siguiente seccién.

Si bien existen muchas maneras de presentar un mapa
acustico, la mayoria de ellas requieren necesariamente la
utilizacién de un modelo computacional para extrapolar
la informacién a puntos donde no se han realizado me-
diciones, lo cual no se ha alcanzado a realizar en el pre-
sente trabajo. Sin embargo, para fines de descripciéon del
ambiente acustico del centro de la ciudad de La Paz, pre-
sentamos mapas acusticos parciales de los seis intervalos
horarios considerados, complementados con criterios adi-
cionales de tipo cualitativo antes que cuantitativo.

9. CONSIDERACIONES FINALES Y
CONCLUSIONES

Se ha presentado una breve revision de las carac-
teristicas fisicas del sonido, con énfasis en los aspectos
relacionados con la cuantificacién de ruido como un im-
portante contaminante ambiental.

Se ha descrito nuevamente la técnica empleada para
realizar mediciones de niveles de contaminacién acustica
en el centro de la ciudad de La Paz, siguiendo los trabajos
de las referencias [5,7].

Revisando la ley de medio ambiente [1], vemos que
el Articulo 52 del Capitulo VI, Anexo 6, recomienda la
necesidad del levantamiento de un mapa actstico de la
ciudad de La Paz, para de manera objetiva y cientifica
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TABLA 4

Lista de puntos de medida considerados en el trabajo.

N° PUNTO DE MEDIDA N° PUNTO DE MEDIDA

1 Paseo del Prado (fuente) 30 Av. Pando Esq. Av. Montes

2 Esq. Cine 16 de Julio 31 Av. Pert esq. Independencia

3 Plaza del Estudiante 32 Terminal de Buses

4 Plaza Venezuela 33 Avenida Periférica Esq. C. Chacaltaya
b} Landaeta Esq. 20 de Octubre 34 Plaza Rene Barrientos

6 Plaza El Condor 35 Avenida Periferica cruce Vino Tinto
7 Landaeta Esq. Jaimes Freyre 36 Av. Sucre esq. C. Bolivar

8 Paseo Nunez del Prado 37 Plaza Murillo

9 Plaza San Pedro 38 Mercado Yungas

10 Plaza Israel 39 Av. Camacho esq. Bueno

11 Almirante Grau Esq. Zoilo Flores 40 Av. Simén Bolivar — entrada Kusillo
12 Zoilo Flores esq. Riobamba 41 Plaza Stadium

13 Plaza Marcelo Quiroga Santa Cruz 42 Hospital Obrero

14 Plaza Libano 43 Plaza Triangular

15 Av. Avaroa esq R. Bustamante 44 Av. Saavedra — Facultad de Medicina
16 Sagdrnaga Esq. Max Paredes 45 Plaza Villarroel

17 Sagadrnaga Esq. Murillo 46 C. Haiti esq. Av. Tturralde

18 C. Santa Cruz Esq. Figueroa 47 Plaza Espana Esq. Ecuador

19 Figueroa Esq. America 48 Plaza Adela Zamudio

20 Tumusla Esq. [llampu 49 Plaza Andrew Esq. Jaimes Freyre
21 Puerta del cementerio 50 Plaza Lira Esq. General Lanza

22 | Parada micro 42 — detras del cementerio | 51 C. Rosendo Gutierrez esq. C. Bustillos
23 Calle E. Avaroa esq. M. Cossio 52 C. Chaco esq. C. Reseguin

24 Plaza Garita de Lima 93 Jaimes Freyre Esq. Jaime Zudanes
25 Buenos Aires Esq. Tumusla 54 Av. 20 de Octubre Esq. Aspiazu
26 Plaza Kennedy (Av.America) 55 | Av. 20 de Octubre Esq. Belisario Salinas
27 Plaza Pérez Velasco 56 Final 6 de agosto y Avenida Arce
28 Av. Montes — puente autopista 57 Plaza Isabel la Catdlica

29 Av. Montes — TAM 58 | Final Sdnchez Lima — inicio Av. Kantutani

plantear las regulaciones y ordenanzas municipales sobre nera sistematica tendiente a la elaboracién de un mapa

emisiones acusticas y la clasificaciéon de las zonas urba-
nas acorde a la sensibilidad acustica. La ley senalada
indica que el maximo permisible de emisién de ruido en
fuentes fijas es de 68 dB(A) de las seis a las veintidds
horas y de 65 dB(A) de las veintidds a las seis horas. Las
fuentes fijas que se localicen en areas cercanas a centros
hospitalarios, guarderias, escuelas, asilos y otros lugares
de descanso no deben rebasar el limite maximo permi-
sible de emisién de ruidos de 55 dB(A). El gobierno
municipal de la ciudad de La Paz, mediante ordenan-
za municipal GMLP No. 233/2002, ha hecho publico el
REGLAMENTO DE PREVENCION Y CONTROL DE
LA CONTAMINACION ACUSTICA [2], que maneja los
mismos parametros que la ley de medio ambiente aunque
es un poco mas explicito en la explicacién de los mismos.

El presente trabajo de recoleccién de datos de ma-

acustico de la ciudad de La Paz, ademds de continuar
con las mediciones, debe ser complementado con mode-
los computacionales que permitan cuantificar los niveles
de contaminacién acustica en calles y avenidas donde no
se haya realizado medidas de niveles de ruido. El trabajo
podra servir de base para dar respuesta a los objetivos
senalados en la ley del medio ambiente. Resulta claro
concluir que la ley no es adecuada o nadie la respeta.

Se han tomado en cuenta mediciones realizadas en 58
puntos del centro paceno. Para efectos de elaboracién del
mapa actstico, se ha considerado, el nivel sonoro equi-
valente, L4, y para la presentacién e interpretacién de
resultados, se han considerado también los percentiles
L10 y L90 ademads de los indicadores de contaminacién
actstica Ly, y TNI. Se ha trabajado sobre seis interva-
los horarios diferenciados: 7-9, 10-12, 12-14, 16-18, 18-20



90

W. TAVERA, S. BARRETA, W. CANO

3 L 37 B NEAL GV ST
: o\ 71 KT T
- * . A 5

Figura 4. Mapa acustico parcial del centro de la ciudad de La Paz en el intervalo horario de 10:00 a 12:00.
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Figura 6. Mapa acustico parcial del centro de la ciudad de La Paz en el intervalo horario de 16:00 a 18:00.
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Figura 7. Mapa actistico parcial del centro de la ciudad de La Paz en el intervalo horario de 18:00 a 20:00.

y 22-24, 1o que permite un éptimo conocimiento del am-
biente acustico en el centro de La Paz.

Las mediciones han sido realizadas en dias laborables
(lunes a viernes), llegdndose a comprobar previamente,
que el ambiente acustico es practicamente equivalente en
cualquiera de estos dias. Con seguridad que no es lo mis-
mo en los dias sdbado y domingo. Consideramos, aunque
de manera ad-hoc, que todas las semanas a lo largo del
ano son equivalentes. Es necesario realizar un estudio
detallado para determinar las variaciones estacionales.

Se ha escogido el tiempo de muestreo de 15 minutos
en cada intervalo en base a pruebas de estabilidad de los
datos realizadas en diferentes lugares. En general, del
analisis de los datos, de los histogramas comparativos y
de los mapas acusticos de puede deducir lo siguiente:

- No existe una variacién significativa de los datos
en los diferentes intervalos horarios. Esto permite
concluir que el ambiente actstico en el centro de la
ciudad es similar a lo largo de todo el dia.

- Las medidas tomadas en horario nocturno presentan
gran variabilidad por lo que en principio no se puede
sacar las mismas conclusiones que para el horario
diurno.

- Los promedios de nivel sonoro equivalente estan casi
siempre por encima de los que indica la norma a
cualquier hora del dfa. Principalmente en el eje norte
sur que va desde la terminal, bajando por la avenida
Montes, Av. Mariscal Santa Cruz, El Prado, Av.

Arce hasta San Jorge. En un 80 % de los casos, los
niveles superan los 70 dB(A) permanentemente.

- Los valores minimos del nivel sonoro equivalente re-

gistrados son:

VALORES MINIMOS DE L., EN LOS
DIFERENTES INTERVALOS

7:00 hrs - 9:00 hrs | 59 dB
10:00 hrs - 12:00 hrs | 62 dB
12:00 hrs - 14:00 hrs | 62 dB
16:00 hrs - 18:00 hrs | 61 dB
18:00 hrs - 20:00 hrs | 61 dB

- Los valores maximos del nivel sonoro equivalente

registrados son:

VALORES MAXIMOS DE L.y EN LOS
DIFERENTES INTERVALOS

7:00 hrs - 9:00 hrs | 80 dB
10:00 hrs - 12:00 hrs | 77 dB
12:00 hrs - 14:00 hrs | 74 dB
16:00 hrs - 18:00 hrs | 80 dB
18:00 hrs - 20:00 hrs | 77 dB

- De la observacién de los percentiles L90 se puede

concluir que existe un ruido de fondo sumamen-
te elevado, por encima de los 60 dB(A), lo que
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estd en relacién directa con la tasa horaria de flujo
de vehiculos que como puede verse es muy alta y
casi permanente en las horas del dia.

La situacién en areas donde existen hospitales y es-
cuelas, es similar a la de cualquier calle. No se cum-
ple la reglamentacién en absoluto.

Mas alla de la medida de la variable fisica nivel sono-
ro, tenemos la sensacién subjetiva de molestia por
las variaciones en los valores medidos, por lo que
su incidencia en la salud es importante. El indica-
dor L,, permite concluir que se producen fuertes
molestias relacionadas con las variaciones en los ni-
veles de ruido. Los valores de este indicador varian
mucho debido a lo dispersos que son los datos.

El indicador T'NI muestra como principal agente
contaminante al trafico vehicular. Los valores cal-
culados son sumamente elevados ain en zonas cer-
canas a escuelas y hospitales.

No se observa una relacion directa entre el flujo de
automoviles y los indicadores Leg, Ly, y TNI. Por
lo tanto se concluye que deben tomarse en cuenta
otros pardmetros adicionales como el tipo de edifi-
caciones, el material de la calle, la pendiente, el tipo
de movilidades, la velocidad con la que transitan por
el punto, etc, para considerarlo en la construccién
del mapa acustico.

Existen efectos anémalos que alteran el registro de
los datos, los cuales no han sido procesados en el
presente trabajo por falta de registros precisos.

Algunas personas consultadas de manera casual en
las cercanias de los puntos de medicién, perciben
que realmente existe un ruido fuerte.

Las personas mas afectadas son aquellas que reali-
zan sus actividades de manera cotidiana en las calles
del centro paceno.

- La situacién podria ser algo diferente en las laderas
y la zona sur de la ciudad, aunque en el diagndstico
previo concluimos que existe muchisima variacién de
una calle a otra, atin cuando estdn muy préximas la
una de la otra.

- La recoleccion sistematica de datos y su tratamien-
to estadistico apropiado permitird la elaboracién de
modelos que tengan un grado de predictibilidad de
los niveles de contaminacion actstica en relacién a
cambios en los centros urbanos, como ser apertura
de vias, construccién de edificaciones, levantamien-
to de urbanizaciones, construccién de hospitales y
escuelas, etc.

El presente es un trabajo parcial que debe ser comple-
mentado con muchas mas mediciones, y adicionalmente,
con la elaboracién de modelos de mapas acusticos en ca-
da zona o barrio.
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ANEXO 1
‘ Archivo : | DATOS | l Punto de medida : Plaza Venezuela
Red Hora 5] L10 L 50 L 90 Leq Lnp TNI ro. autos
8 (10mayo) 7:00 3,57 71,8 67,5 62,9 69,7 788 68,5 2000
12 (10mayo),  10:00 3,64 70,8 66,5 61,6 68,4 77,7 68,4 2720
18 (10mayo)|  12:00 3,51 74,0 69,4 64,3 71,2 80,2 73,1 2800
2 (27mayo) 16:00 2,29 72,6 69,2 66,4 70,4 76,3 61,2 2400
6 (27mayo) 18:00 2,42 72,7 69,3 66,5 70,8 77,0 61,3 2400
Plaza Venezuela
100
—_
g 2: [ 190 - Ruido de Fondo
S a0 [ Leq - Nivel de presion sonoro
75
E 70 [ Lnp - Nivel de polucion sonoro
§ g | [ ] TNI - Indice de ruido de trafico
g s -
Z 50
a5 L
s 2800 2400 2400 0
07:00 10:00 12:00 16:00 18:00 22:00
Horas
ANEXO 2
Archivo : Pt de Plza. Marcelo Quiroga Santa Cruz
: medida : : 9
Rcd Hora [s] L10 L 50 L 90 Leq Lnp TNI Nro. autos
1(m2) 7:00 2,73 70,4 66,5 63,6 68,4 75,4 60,8 1200
11(m 1) 10:00 347 70,1 65,0 62,1 68,9 778 64,1 1200
9(m2) 12:00 2,96 69,2 64,2 60,9 66,5 741 64,1 720
8(m1) 16:00 2,65 68,7 64,8 62,0 66,6 73,4 58,8 1080
3(m1) 18:00 3,22 70,3 65,9 62,9 69,3 77,5 62,5 600
11 22:00 6,89 70,5 61,6 52,2 68,1 85,7 954 280

Plaza Marcelo Quiroga Santa Cruz

Nivel sonoro [dBA]

7:00 10:00

12:00

16:00
Horas

18:00

22:00

[ 190 - Ruido de Fondo

m Leq - Nivel de presion sonoro
- Lnp - Nivel de polucion sonoro
[ TNI - Indice de ruido de trafico
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XVII REUNION NACIONAL DE LA SOCIEDAD BOLIVIANA DE FiSICA,
DEL 27 AL 29 DE OCTUBRE DE 2005,
COCHABAMBA-BOLIVIA

Sociedad Boliviana de Fisica

La Paz—Bolivia

RESUMEN

Se presenta la lista de las exposiciones de la XVII Reunién Nacional de Fisica a
realizarse en Cochabamba entre el 27 y el 29 de Octubre de 2005.

1. LA DIALECTICA DE LA COMPLEJIDAD EN EL

OBJETO DE LA FISICA

Dr. Carlos Alvarez

. CONTAMINACION ACUSTICA
Lic. Sail F. Barreta P.

Resumen

Se presentaran los nuevos trabajos en contamina-
cién acustica y principalmente las lineas de trabajo
para formar un grupo de acustica a nivel nacional,
junto a las Universidades de La Paz (U.M.S.A.), Po-
tosi (UATF), y Cochabamba (UMSS).

. IMPACTO DE EL NINO EN EL MONZON SUDA-
MERICANO: UN ESTUDIO DE DIAGNOSTICO
ESTACIONAL PARA LOS EPISODIOS 86/87 Y
91/92

M.Sc. Andrés Burgoa

Resumen

Se efectuard el anélisis de las anomalias en la circula-

cién atmosférica en los niveles bajos y altos durante
los episodios de El Nifio 86/87 y 91/92.

. OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA
Lic. Roy Bustos

Resumen
Olimpiada Boliviana de Fisica desde 1997 a 2005.

. CORRELACION DE LA DOSIS SOLAR UV-A
CON LA VARIACION DE COLOR DE CINTAS

Lic. Freddy Flores Flores

Resumen

Mediante el Centro de Aguas y Saneamiento Am-
biental (C.A.S.A.) de la UMSS y la fundacién Sodis

se cuenta con cintas (N° 1, 2, 9) en forma de plésti-
cos que cambian de color cuando sobre éstas inci-
de radiacién electromagnética de distintas intensi-
dades.

El objetivo principal de este trabajo de investigacién
es correlacionar la dosis solar UV-A con la variacién
de color de cintas para su aplicacion en el método
de desinfeccién del agua a través de radiacién solar.

Las cintas cambian de color cuando reciben distintas
cantidades de dosis, unas cambian més rapidamente
que otras. Se elabor6 una tabla de colores con las
respectivas dosis a las que adquieren dichos colores.
Los datos de radiacién solar UV-A y global fueron
obtenidos con un radiémetro del C.A.S.A.

Se ha realizado un estudio 6ptico de las cintas pa-
ra determinar sus propiedades opticas como ser
su transmintancia, absorbancia, etc.. Esto con un
espectrofotémetro con el que cuenta el centro de
aguas.

. UNA APLICACION INTERESANTE DE METO-

DOS BAYESIANOS MARKOV CHAIN MONTE-
CARLO

Dr. Kjetil Halvorsen

. OBSERVATORIO GEOMAGNETICO DE VILLA

REMEDIOS
Lic. Pedro Miranda Loza

Resumen

Es necesario dar a conocer los objetivos de la exis-
tencia de un observatorio geomagnético en el altipla-
no boliviano y mostrar los resultados preliminares
de dos gestiones asi como las ampliaciones que se
tendran en el futuro.

8. GLACIARES

Lic. Hans Muller
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10.

11.

12.

SOBOFI

SINCRONIZACION DE OSCILADORES FOTO-
CONTROLADOS LOCALMENTE ACOPLADOS

Dr. Marcelo Ramirez Avila

Resumen

Se estudian osciladores fotocontrolados (LCDS) aco-
plados en configuracién lineal y bajo condiciones de
borde periddicas y no periddicas.

Se consideran dos criterios de sincronizacién, uno

basado en la diferencia de fases y otro en el periodo
del sistema de osciladores.

Finalmente, se investiga la situacion en la que los
osciladores se asemejan a osciladores de integracién
y disparo.

EVIDENCIAS DEL EFECTO INVERNADERO
EN BOLIVIA

Dr. Eduardo Palenque

Resumen

Se muestra una serie de pardmetros climaticos y me-
teorolégicos que evidencian los cambios debido al
calentamiento global y el efecto invernadero.

Se presentan datos de temperaturas, presién at-
mosférica, precipitacién, radiacion solar, etc., de di-
versas fuentes.

Se concluye que los efectos del calentamiento global

en Bolivia son no sélo mensurables sino ademéas muy
claros, teniendo asi evidencia experimental.

ANALISIS DEL TSUNAMI DE INDONESIA
Dr. Eduardo Palenque

Resumen

Se presentan andlisis de los registros locales (del Ob-
servatorio Sismico “San Calixto”), comparados con
registros de otras estaciones.

También se muestra el proceso de deteccién y la
determinacién de la ubicacién e intensidad de los
signos y la onda atmosférica subsénica asociada.

EMISION GALACTICA EN 30GHz Y 41,5GHz
M.Sc. Mirko Raljevic Ergueta

Resumen

La emisién galactica en microondas es importante
para el estudio de los componentes que contaminan
la sefial de la radiacién césmica de fondo. Usando
un método de correlacién cruzada determinamos la
contribucién galactica en mapas de RCF en 30Ghz
y 41,5Ghz.

Estudiamos también el exceso de emision correlacio-
nado con emisién de polvo.

13.

14.

15.

16.

Comparamos los indices espectrados con los mode-
los de emisién galéctica aceptados.

FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA
TEORIA DE LA RELATIVIDAD

Dr. Rosendo Ochoa

VARIACIONES DEL CAMPO MAGNETICO
PRINCIPAL

B.Sc. Edgar Ricaldi Yarvi

Resumen

Revisados aproximadamente 30 observatorios loca-
lizados en diferentes puntos sobre la superficie de
la tierra, se observa un decrecimiento del valor del
campo magnético principal en la mayor parte de la
superficie de la tierra, un crecimiento en algunas re-
giones, y una deriva general hacia el oeste del campo
magnético.

Los datos son elegidos con criterios que definen su
correspondencia con datos de origen interno.

FENOMENOS NO LINEALES EN INSTRUMEN-
TOS MUSICALES

Est. Sachiko Leticia Sakuma Calatayud

Resumen

Si bien el estudio lineal de la emisién de sonidos
de los instrumentos musicales pudo resolver muchos
problemas tales como la relacién de las notas y sus
armonicos, se necesita un estudio no lineal para po-
der explicar otro tipo de fenémenos, en especial, pa-
ra comprender los sonidos que busca la misica con-
temporanea y los que son propios de las regiones del
Asia o de América.

Recientes investigaciones han detectado caos en ins-
trumentos de percusién tales como el gong, los pla-
tillos y el Tam-Tam Chino. Dependiendo del grosor,
la textura, la curvatura de las membranas y la ma-
nera de tocar los instrumentos, se pueden obtener
efectos sonoros muy maravillosos.

En cuanto a los instrumentos de viento se trata, por
la forma de su tubo, el modo de soplarlos y en gene-
ral de todo su mecanismo, son material muy propicio
para el estudio de la actstica no lineal, por ejemplo:
El Didjerido australiano, la flauta del teatro, noh ja-
ponés y la Tarka, aer6fono andino de caracteristicas
muy peculiares.

EL MISTERIO DEL TIEMPO
Dr. Santiago Sologuren
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18.
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LEVEL DENSITY AND LEVEL WIDTH FOR
28Gi 46T 52Cr AND °Ni, FROM ERICSSON
FLUCTUATIONS

Dr. Américo F. Salas Bacci

Resumen

Se mide la seccién eficaz diferencial para reacciones
compuestas en 27Al (p,ng) 27Si, %5Sc (p,no) *°Ti,
LV (p,mp) 31Cr y 52Co (p,no) 59Ni y se extraen los
niveles de densidad para los niicleos 28Si, 46Ti, >2Cr
y 90Ni, mediante las fluctuaciones de Ericsson.

EINSTEIN; ASCENSO Y ESPLENDOR: SUS
TRABAJOS DE 1905 Y EL ECLIPSE DE 1919

Dr. Diego Sanjinés C.

Resumen

En homenaje al “Annus Mirabilis” de Einstein, se
presenta una descripcién breve sobre los articulos
que publicé Einstein en 1905, asi como las conse-
cuencias mas relevantes de su teoria especial de la
relatividad, lo que llevé a la elaboracién de la teoria
general de la relatividad y su espectacular confirma-
cién experimental en ocasién del eclipse de 1919.

ESTUDIO DEL PENDULO IMPULSADO EN EL
PUNTO CRITICO

Dr. Armando Reynaldo Ticona Bustillos

Resumen

El péndulo impulsado presenta, en su diagrama de
fases, una transicion de regular a cadtico.

20.

21.

22.

En este punto critico el comportamiento del sistema
obedece a la estadistica de Tsallis.

Se estudia el sistema y se determina el valor del

exponente “q” en este punto critico.

POSIBLES CONSTELACIONES EN LA PUERTA
DEL SOL

Lic. Deterlino Urzagasti

Resumen

Se estudia la posibilidad de que una o mas agrupa-
ciones de estrellas brillantes hayan sido representa-
das en el friso de la Puerta del Sol en Tiwanaku.

MOVIMIENTO BROWNIANO
Lic. Miguel Yucra Equice

MEDIDAS DE ALBEDO EN EL SALAR DE UYU-
NI

Dr. Francesco Zaratti S.

Resumen

En mayo de 2005 el LFA-UMSA, juntamente al Ins-
tituto de Meteorologia de la Universidad de Munich,
realizé una campana de mediciones de la RUV en el
Salar de Uyuni.

En esta conferencia se presentan los resultados pre-
liminares correspondientes a medidas de albedo en
el Salar y al efecto del contrario en las medidas de
albedo.

Asimismo se comentan algunos efectos fisicos y
climéaticos relacionados con el albedo.
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10MA OLIMPIADA BOLIVIANA DE FiSICA,
EXAMEN NACIONAL

Bustos R.!, Condori V.H.!, Gutierrez V. H.2, Gutierrez E.2, Guaygua T.2, Jemio C.3,
Mamani N.?, Portugal R.%, Huallpa, D.?, Huallpa R.>, Mamani R.?, Velarde A.%, Saldafa J.7,
Yucra E.”, Callejas W.?, Coraite 0.1°, Quiroz Z.'', Ramirez M.!'?

L Universidad Mayor de San Andrés (UMSA),Carrera de Fisica, La Paz
2 Universidad Mayor, Real y Pontificia San Francisco Xavier de Chuquisaca (UMRPSFXCH) Facultad de
Tecnologia — Carrera de Ingenieria de Sistemas, Sucre
3 Universidad Técnica de Oruro (UTO), Facultad Nacional de Ingenieria (FNI), Oruro
4 Universidad Mayor de San Simdn, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Cochabamba
> Universidad Auténoma Tomas Frias (UATF), Carrera de Fisica, Potosi
6Sociedad Boliviana de Fisica (SOBOFI)
"Colegio Cristo Rey, Santa Cruz
8 Colegio Miguel Graun, El Alto
9 Instituto Americano, Pando
10 Colegio La Salle, Oruro
U Instituto Americano, La Paz
12 Colegio San Agustin, Cochabamba

RESUMEN

Se presentan las soluciones de los exdmenes tomados en la 10™* OLIMPIADA
BOLIVIANA DE FISICA (10™@ OBF) de los cuatro cursos participantes: 17°, 240, 37°
y 4%° de Secundaria. El evento se llevé a cabo los dias 17, 18 y 19 de Junio de 2005 en los
predios de la Universidad Mayor, Real y Pontificia San Francisco Xavier de Chuquisaca
(UMRPSFXCH), Facultad de Tecnologfa, Carrera de Ingenieria de Sistemas, Sucre.

La P&gina Internet del proyecto es: http://www.fiumsa.edu.bo/olimpiada/

OLIMPIE DA
BOLIVIANE IDE FISIC,

l\\
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Examen de 1° de Secundaria

1°: PARTE CONCEPTUAL

Para qué usamos el analisis dimensional en la Fisica y como simbolizamos para significar que estamos
realizando el andlisis dimensional a una cantidad Fisica

En un cambio de fase como ser de solido a liquido o de liquido a gas, explique que sucede con la
temperatura.

:Qué es la Fisica, que estudia y cual es su clasificacion?

1°: PARTE PRACTICA

Cuanto vale la magnitud del vector resultante, si los vectores estdn sobrepuestos en un hexdgono
regular de lado L tal como se ve en la figura 1°.1.17

figura 1°.1.1

Un alambre circular rodea totalmente un disco de 50 c¢cm de radio. Si existe un incremento de 100 °C en
la temperatura del sistema, ;Qué separacién existird entre el alambre y la moneda?
Datos: Catamre=3%10"°C", Ooneaz=10"°C™.

Al determinar ¢l tiempo que tarda un movil en pasar por dos puntos OP, dos cronémetros A y B,
realizan las lecturas visibles en la Tabla 1°.3.1.

Cronometro A Cronometro B

2.04s 2.05s

2.07 s 2.03s

2.05s 2.06s

2.08s 2.045s

2.09s 2.05s

2.10s 2.045s o
2.055 2.05S Tabla 1°3.1

i Cudl de estos dos instrumentos viene a ser el mas exacto en comparaciéon con un tercer instrumento
considerado como el mas perfecto y que registra una lectura del tiempo de paso del maévil entre los
puntos OP de 2.056 segundos?

Las dimensiones de una piscina son 10.376 m por 525 cm. y 8.2 ft de alto ;Cudl es la cantidad de agua
que se requiere para llenar dicha piscina y qué tiempo en horas se requiere para este efecto si la
provision de agua por tuberia es de 15 litros por cada 20 segundos?.

(Ayuda: 1 ft =30.48 ¢cm)
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Examen de 1° de Secundaria

1°: SOLUCION PARTE CONCEPTUAL

1. El andlisis dimensional se emplea en Fisica para determinar que una magnitud fisica se encuentra en
las unidades correspondientes. Ejemplo:

DIMENSIONES SIMBOLOS m
I — = F=m-a| kg —
LONGITUD L §
MASA M L -
TIEMPO T Tabla 1°1.1 F =[ ke ]
2,
T['Ch
Sélido < 0°C
Gas
100°C b mm o Liquido - Gas Sélido-Liquido = 0°C = Constante
Liquido Liquido > 0°C
Salido
T=0°C t------- Sdlido - Liquido
Sélido R figura 1°.2.1
/ Tienlp: [s]

Segiin el grafico de la figura 1°2.1, en los cambios de fase (sélido — liquido,
liquido — gas) hay un lapso de tiempo en el que la temperatura debe ser

3. LaFisica es una ciencia que estudia los fendmenos naturales, la interaccion y propiedades de la materia
sin alterar la estructura intima de la misma, asi como las leyes que rigen esas interacciones.

1°: SOLUCION PARTE PRACTICA

Hexdgono < 60°
Por _ simetria :
> F, =2-L-cos60°+2-L+2-L-cos60°

Y F = N ARSI S )
’ 2 2

> F =4L

ZF} =2-L-5en60° —2-L-sen60° =0

Y F,=0

figura 1°.1.2

Por lo tanto la resultante serd igual a: R=4L
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figura 1°.2.2

Datos:

R =50 cm

AT =100°C

e="

Walambre = 3* IO_S 0C-l
Olinoneda = 10-5 Oc—|

Para la moneda a la temperatura inicial Ty:
dy=2R
La variacion del didmetro Ad en funcion de la

variacion de la temperatura AT, sigue la
relacion:

Ad= d() Olmoneda AT
Ad= 2R Qlinoneda AT

Ad = 100 em 10°°¢" 100%

Ad=10"cm
Ahora:
Ad=d-dy
Entonces:
d=Ad +d,
d =10"cm + 100cm
d=100.1 cm

Para el alambre, el perimetro inicial viene
dado por:
Lo=2ntR=314.16cm

Del mismo modo, la variacién de este
perimetro AL en funcion de la variacién de la
temperatura AT, sigue la relacion:
AL = T—O Qlatambre AT
AL =314.16 cm 3*10°°¢" 100°¢
AL =0.942 cm

figura 1°.2.3
2>| |« T > |€
e (&

Ahora:

AL=L-1L4
Entonces:

L=AL +L,

L =0.942cm + 314.16¢m
L=315.10cm

Luego, el didmetro final D, del alambre, sera:

alambre

= i =100.3cm
T

Finalmente, el espacio e viene dado por:

b-d =0.1cm

e=
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3. El valor mas exacto (V. M. E.) viene dado como dato inicial y corresponde a: x” = 2.056 s.
Para el cronémetro A, el valor mds probable (V. M. P.) resulta de la relacion:

i _ e, =[x, —x

= 2_datos , entonces: X, = 2.069s . Su error absoluto es: A I A I
n(mimero de datos) € ,=0.013s

De igual forma, para el cronémetro B, se puede calcular su valor mds probable (V. M. P.):

i _ €.=|X; —X
= 2_datos , entonces: X, = 2.046s . Su error absoluto es: B I i 1
n(mimero de datos) €,=0.01s

Como el error absoluto del cronémetro B resulté menor en relacién al error absoluto del cronémetro

A, entonces es el crondmetro B el mas exacto.

4. Luego de transformar las tres medidas de la piscina a metros tenemos (figura 1°.4.1):
Datos:
a=10.376 m
b=525m
c=25m ¢
® (Flujo de agua) = 15 1t/20s
@® = 0,75 1t/s (litros/segundo)

¢ figura 1°4.1

El volumen de la piscina es:
V=ab-c
V =136.185m’
16 .3
V =136.185u° x 201Ut

X
Iy’ 1em’

De manera que el tiempo en horas para que se llegue a llenar la piscina serd:

=136185litros

1=V & =136185 x b Y _ 50.44horas

0.??2 X 6ys % 60 )ﬁm



104 BUSTOS R. ET. AL.

Examen de 2° de Secundaria

2°: PARTE CONCEPTUAL

1. Se ponen en contacto dos espejos, M; y Mz a un dngulo de 120° como se ve en la Figura 2°.1.1. Un
rayo incide a 50° con la normal a M;. ;En que direccién abandonard M2 la luz con respecto a su
normal?

M.

120°

M, Jigura 2°.1.1

2. ;Cudl es la direccién del movimiento que tienen las particulas del medio, en el que se propaga una
onda viajera longitudinal?

3. En un cambio de fase como ser: de sélido a liquido o de liquido a gas, explique que sucede con la
temperatura.

2°: PARTE PRACTICA

1. Dos lentes convergentes, de longitudes focales 10.0 ecm. y 20.0 cm., estdn separadas 20.0 cm.,
como se muestra en la figura 2°.1.2. Se sitia un objeto a 15.0 cm. a la izquierda de la primera
lente. Calcular la posicién (respecto a la segunda lente) y la amplificacion de la imagen final
gréfica y analiticamente. Realice el esquema respectivo.

A r 3
figura 2°.1.2
 J v
2. En el centro de una piscina de 6 m de radio se produce una perturbacién que origina un

movimiento ondulatorio en la superficie del agua, la longitud de onda vale 3 m y tarda 12 s en
llegar a la orilla; calcular: a) el periodo y la frecuencia del movimiento; b) la amplitud, si al cabo
de Y4 de segundo la elongacion es de 4 cm; ¢) la elongacion de un punto situado a 6 cm del foco
emisor en el instante t=12 s.

3. Las dimensiones de una piscina son 10.376 m por 525 cm. y 8.2 ft de alto ;Cudl es la cantidad
de agua que se requiere para llenar dicha piscina y qué tiempo en horas se requiere para este
efecto si la provision de agua por tuberia es de 15 litros por cada 20 segundos?.

(1ft = 30.48 cm)

4. Cuanto vale la magnitud de vector resultante, si los vectores estdn sobrepuestos en un hexdgono
regular de lado L tal como se ve en la figura 2°4.17

figura 2°4.1
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Examen de 2° de Secundaria

2°: SOLUCION PARTE CONCEPTUAL

De acuerdo con la ley de reflexion, el angulo de reflexién en M1 es también 50° con respecto a la
normal a M1. Por simple geometria, el angulo que forma el rayo reflejado con el mismo espejo M1
es 40°. Luego, en el tridngulo ABC formado por el rayo reflejado en M1 e incidente en M2 se tiene
que, el dngulo en C es igual a 180°-40"-120" = 20°. Ahora, el dngulo de incidencia en el espejo M2,
con respecto a su normal, viene a ser 70° y el dngulo de reflexién también serd 70°, lo que
determinard la direccién del haz de luz incidente en M2, como lo muestra la figura 2°.1.3

50° 50°

figura 2°.1.3

Un clédsico ejemplo de una onda longitudinal es aquella que viaja a través de un resorte; por lo tanto,
la direccién del movimiento que tienen las particulas del medio, en este caso un resorte, es la misma
que la onda viajera.

T[°Ch
Sélido < 0°C

Sélido-Liquido = 0°C = Constante
Liquido > 0°C

Gas

100°C b mmo e Ligquido - Gas

Liquido

Sélido
T=0°C $------- Sélido - Liquido

[

L/ Tiempo [s] figura 2°.3.1

Segin el gréfico de la figura 2°.3.1, en los cambios de fase (sélido — liquido,
liquido — gas) hay un lapso de tiempo en el que la temperatura debe ser
constante.

105
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2°: SOLUCION PARTE PRACTICA

Hacemos el cdlculo de la posicion de la imagen para la primera lente ignorando a la segunda, para lo
cual empleamos la férmula de lentes delgadas:

1 1 1 1 1 1

_— = —_—

P a h IS ¢q 10

Como p;=15.0 cm., f;=10.0 ¢cm. Tendremos que la distancia de la imagen ¢,=30.0 cm.

Ahora, la imagen de la segunda lente se considera como objeto virtual para la segunda lente por lo
que debemos considerar negativa es decir: p,=-10 cm., entonces, la distancia de la imagen final para
la segunda lente sera:

1 1 | | 1 |
+ - - — e
P, 4 [ -100 ¢, 200

De donde obtenemos que la imagen final esta a q,=6.67 cm. a la derecha de la segunda lente.
El aumento de cada lente se calcula mediante las relaciones:

_ 4 300 _

M, =— - =20
p 150
M=—L__ 8T _467- 07
B P -10.0

Finalmente, la amplificacion total de las dos lentes serd el producto de cada una de ellas, es decir:
M=MM,=-200%0.67=-1.33
Este resultado nos indica que la imagen final es real, invertida y mds grande que ¢l objeto.

2. Datos:

R=6m
A=0.75m
T=12s

Se pide:
a) T=? Figura 2°.2.1
f=?

a) El mimero n de oscilaciones hasta llegar a la orilla es:

R
n=—=3§
A
El periodo T'y la frecuencia f son:
t
T=—=1.5s
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A=7 b) Partiendo de la ecuacion de una onda como funcién de dos variables:
X = .
=A-cosa -t
1=0.25s 2":{
A = amplitud de la onda, @ = ? = frecuencia angular, ¢ = tiempo.
27
x=A-cos—t¢
T
x=A-cos60°
x=7?
d=6 cm __ X =4cm
tr=12s cos60° 5
A =8cm

¢) El tiempo ¢’ que la onda tarda en recorrer 6¢cm es igual a:

oo d _ 0.06cm
v 0.5m/s

=0,12s

Abhora, el tiempo ¢ que oscila un punto a 6¢m del foco emisor sera:

[ =typp, —F =125—0.125 =11.88s

Entonces, la elongacién para este tiempo es:

27
Xx=A-cosw-t= A-cos?r

x =8cm-cos331.2°
x=7.0lecm
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3.
Luego de transformar las tres medidas de la piscina a metros tenemos (figura 2°.3.1):
Datos:
a=10.376 m
b=525m
¢c=25m ¢
(Flujo de agua) = 15 1t/20s
D = (.75 It/s (litros/segundo)
El volumen de la piscina es:
igura 2°.3.1
V=ab-c 78
V =136.185m" ¢
g 10°gn’® it s
V =136.185 x—2—x _=136185litros
Iy 1¥em
De manera que el tiempo en horas para que se llegue a llenar la piscina serd:
a0 ) 1 i 1h
1=V - =136185x £ Lffin — =50.44horas
0.771 69/.5‘ 60)’ﬁ|n
4,

Hexdgono < 60°
Por _ simetria :
Y F,=2-L-cos60°+2-L+2-L-cos60°

>'F, Y3 S LY
' 2 2

Y F =4L
ZFy =2-L-5en60° =2-L-sen60° =0

Y F, =0

figura 2°.4.1

Por lo tanto la resultante serd igual a: R=4L
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Examen de 3° de Secundaria

3% PARTE CONCEPTUAL

1. En un planeta, ¢l valor g de su gravedad es la mitad del valor de la gravedad en la Tierra. ;Cuanto
tiempo necesita un objeto para caer al suclo desde una altura i partiendo del reposo, en relacion al
tiempo requerido para un objeto en la Tierra en las mismas condiciones?

2. Lafigura 3° 1.1 muestra cuatro situaciones en las que se aplica una fuerza a un objeto. En los cuatro
casos, la fuerza y el desplazamiento del objeto tienen la misma magnitud, el objeto se desplaza hacia

la derecha. Clasifique las situaciones segin el trabajo realizado por la fuerza sobre el objeto, de mds
positivo a mds negativo.

%<—I_I l_l—r\_\

(a) (b) (© (d) figura 3°.1.1

3. El agua fluye a través de un tubo de seccién variable. Si el flujo es laminar y el didmetro de la parte
A es mayor que el didmetro de la parte B (figura 3°.3.1). Indique la relacién entre las partes A y B de
la presion y la velocidad.

Parte B
figura 3°.3.1
Parte A

3°: PARTE PRACTICA

1. Cuales son las aceleraciones de los cuerpos A y B del sistema que se muestra en la figura 3°.1.2, el
rozamiento entre el cuerpo B y la superficie horizontal es nulo y el peso de la cuerda y las poleas son

despreciables.
F

— & O

ST

figura 3°.1.2
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Un objeto flota en agua con 20% de su volumen sobre el nivel de la superficie del agua. ;Cudl es la
densidad media del objeto? (Ayuda: La densidad del agua vale 1000 Kg/m’).

Dos particulas se mueven en un campo de gravedad homogéneo con una aceleracion igual a g. En el
momento inicial ambas se encontraban en un mismo punto y sus velocidades dirigidas
horizontalmente y en sentidos opuestos eran v, = 3 m/s y v, = 4 m/s. Hallar la distancia entre las
particulas en ¢l momento en que los vectores de sus velocidades resultan ser mutuamente
perpendiculares.

En el centro de una piscina de 6 m de radio se produce una perturbacion que origina un movimiento
ondulatorio en la superficie del agua, la longitud de onda vale % m y tarda 12 s en llegar a la orilla;
calcular: a) el periodo y la frecuencia del movimiento; b) la amplitud, si al cabo de Y4 de segundo la
elongacion es de 4 cm; ¢) la elongacién de un punto situado a 6 cm del foco emisor en el instante
t=12s.

Examen de 3° de Secundaria

3°: SOLUCION PARTE CONCEPTUAL

Segiin las ecuaciones de caida libre de los cuerpos, se establece que la altura “Hrrrra” desde la que
cualquier cuerpo cae en la Tierra es igual a:

(1
H’TielTa =1 8 (lTﬁE’lTa)z . )

Siendo g la aceleracion de la gravedad en la Tierra y triema ¢l tiempo de caida de los cuerpos. Para el
caso del planeta en cuestion y dado que su gravedad es la mitad que el valor de g, la ecuacion debe
ser similar:

Hl"lanela = 1/"1' 8 (_l-PIm'lela)2 (2)

Tomando en cuenta que la altura debe ser la misma al igual que las condiciones del experimento,
igualamos las ecuaciones (1) y (2) para obtener:

1/'2 g (l.'r[ien-a)z = l/ﬁ 8 (ll’]nnaa)z

1 1
P -

—1.,. =—t
Tierra Planeta
N2 2
tPIwre.fa — , 2

t

Tierra
Por lo tanto, la relacion entre los tiempos de caida de los cuerpos tanto en la Tierra como en el
mencionado Planeta sera:

r.”!anem =N 2 -l

Es decir, que en el Planeta los cuerpos caerdn mds lentamente que en la Tierra, esto debido a que la
aceleracion de la gravedad en el mismo es menor que en la Tierra.

Tierra

Como el objeto se del grifico se estd desplazando a la derecha y considerando como positivo este
sentido, el caso (C) seria ¢l mds positivo por la adicion vectorial, luego estaria (A) por no influir
bastante en la suma vectorial, pues la fuerza aplicada no tiene componente en el eje del
desplazamiento. Luego estaria el caso (D) por influir sus componentes respectivas, y por altimo
como el mayor influyente seria el caso (B), pues es la mayor contra fuerza
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3.
Dado que: Area,\ > AreaB se tiene:
Velocidad () < Velocidad (g
Presién (A) > Presién (B)
Parte B
Parte A

3°: SOLUCION PARTE PRACTICA

CASO A: Cuando el cuerpo A acelera verticalmente hacia abajo.

Para el cuerpo A: Para el cuerpo B:

> F, =m,a, > F, =mygay
w,—T=mua, @1 2T —F =myay,
T=m,g-mua, (1, Re mplazando (1,)en(2):

2m,g—2mya,—F =mza,

Como la aceleracion a, = 2a g (3), reemplazando (3) en (2,)
a
2m,g-2m,a, —F = mB?“‘

dm, g —4m,a, —2F =mgza,

dm, g - 2F
a,=————
dm, +my,
2m,g—F
a, = my8
4m, +my

CASO B: Cuando el cuerpo A acelera verticalmente hacia arriba:

Para el cuerpo A: Para el cuerpo B:

D F, =mya,

> F, =m,a,
‘ F=2T =mgay (2
T-m,g=m,a,

Re mplazando (1)en(2) :
T=m,g+m,a, (1)

F-2m,g-2m,a, =mya,
_ aa
F-2m,g-2m,a, _mBT

2F -4m,, —am,a, = myay
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En este caso las aceleraciones son:

4 = 2F —4m,g
A dm, +my

_F-2m,g

ag

dm, +m,

20%

80%

Por tanto, como la densidad del agua
vale1000 kgfm3,la densidad media del
cuerpo es:

kg kg
P cverpo = 0.8x 1000—3 = 800_3

m m

Debido al equilibrio y por el principio de
Arquimedes:

E=W (1

E = empuje = peso del volumen desplazado
por el cuerpo =M g
W = peso del cuerpo =m g
Como la densidad de un cuerpo es igual a:
p = masa / volumen

La masa de un cuerpo puede expresarse en
funcion de su densidad y volumen, en (1) se
tiene:

Mg =mg

P aguadesplazada 08 V-8 = Poyerpo V * 8

P cuerpo 0.8 P aguadespla zada
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Por las ecuaciones del movimiento
uniformemente acelerado tenemos:

m 0
Vv, = —310030

m 0
v, =—3—sen0” — gt
’ s

m 0
Vaoy = 4?005 0

m
Voy = 4—sen0” — gt

S
Cuando los vectores velocidad sean  mutuamente
perpendiculares:

My Yoy

900 Vix Voax
-gt  -gt
-3m/sg 4m/sg
X, ==3m/sg cos 0°x%0.35s¢g =—1.05m
2.2 2 e I 2 2
gt =12m"/sg y, ==3m/ sgsen0° x0.35sg —59.8m;"sg‘(0.353g) =-0.6m

L""'«‘»’;j =0.35s¢ x, =4m/sgcos0’x0.35s¢ =1.4m
(9.8mfsg“)

l > >
v, =4m/ sgsen0’x0.35sg — 59.8m /sg ‘(0.353g ) =-0.6m

Finalmente, la distancia buscada viene dada por:

d=(xs —x, ) +(y> —y;)? =(1.4+1.05 =2.45m

4, Ver Solucién de la pregunta 2. de la parte Practica del examen de 2° de Secundaria.
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Examen de 4° de Secundaria

4°: PARTE CONCEPTUAL

Tenemos a un capacitor de placas paralelas cuadradas de dreas A y separacion d, en el vacio. ;Cudl es
el efecto cualitativo de cada uno de los casos siguientes sobre su capacitancia?. (a) Si d se reduce. (b)
Si se coloca una ldmina de cobre entre las placas, pero sin que toque a ninguna de ellas. (¢) Si se
duplica el drea de ambas placas paralelas. (d) Si se duplica el drea de una placa solamente. (e) Si se
desliza a las placas paralelamente entre si de modo que el drea de traslape sea del 50%. (f) Si se
duplica la diferencia de potencial entre las placas.

Tres pelotas idénticas se lanzan desde la cornisa de un edificio, todas ellas con la misma rapidez
inicial. La primera pelota es lanzada en forma horizontal, la segunda formando un cierto dngulo por
encima de la horizontal y la tercera formando un cierto dngulo por debajo de la horizontal. Ignorando
la resistencia del aire, clasifique de mayor a menor las tres pelotas segin las magnitudes de la
velocidad que tengan al llegar al suelo. (Sugerencia: efectuar un andlisis en energias).

El agua fluye a través de un tubo de seccién variable. Si el flujo es laminar y el didmetro de la parte A
es mayor que el didmetro de la parte B (Figura 1). Indique la relacién entre las partes A y B de la
presion y la velocidad.

Parte B
Figura 1
Parte A

4°: PARTE PRACTICA

Dos diminutas esferillas semejantes de masa r estdn colgadas de hilos de seda de longitud L y portan
cargas iguales ¢ como se muestra en la Figura 2. Suponga que el dngulo & es tan pequeiio que la
tg @ puede ser reemplazada por su igual aproximado, es decir, sen @ . Determine para esta
aproximacion la separacion entre las esferillas.

q q Figura 2
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2.En la Figura 3 se muestra la continuacién de un yo — yo. Suponga que parte del reposo y que desciende
una altura h = 50 cm. Encontrar sus velocidades finales de traslacién y rotacién. En un yo — yo real, el
radio r del eje es mucho mds pequeiio que el radio exterior R. Como ejemplo tipico suponga que:
R=10r =5 c¢m. Considere todo el yo — yo como un cilindro de radio R.

Figura 3

3. En el curso de 24 horas, una muchacha de 65kg pasa 8h en el escritorio, 2h en trabajos sin importancia
en casa, lh en trotar 5 millas, 5h en actividad moderada y 8h durmiendo, ;/Cudl es el cambio de su
energia interna en este periodo?. Use la tabla Nol y suponga que un corredor de 65kg corre Smillas en
1h y usa alrededor 120kcal/min.

Tabla No 1: Ritmo metabdlico y de consumo de oxigeno en varias actividades de un hombre de 65kg.

Vil et Glicy

Dormir

Actividad ligera(vestirse, 230
caminar lento trabajo de 10 200
escritorio )

Actividad
moderada(caminar de 20 400 465
prisa )

Actividad fuerte (balén
cesto, brazada rapida de 30 600 700
pecho )

Actividad extrema

(carrera de bicicleta) 70 1400 1600

4. Dos particulas se mueven en un campo de gravedad homogéneo con una aceleracion igual a g. En el
momento inicial ambas se encontraban en un mismo punto y sus velocidades dirigidas horizontalmente
y en sentidos opuestos eran v, = 3 m/s y v, = 4 m/s. Hallar la distancia entre las particulas en el
momento en que los vectores de sus velocidades resultan ser mutuamente perpendiculares.
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Examen de 4° de Secundaria

4°: PARTE EXPERIMENTAL

DETERMINACION DE LA DENSIDAD DE UNA PIEDRA
1. Objetivo

Graficar la relacion funcional entre la masa que se cuelga de un eldstico y su
estiramiento.

Utilizando esta curva de calibracion podemos determinar la densidad de un cuerpo
utilizando la Ley de Arquimedes.

Si pesamos con un dinamdmetro un objeto obteniendo una masa m y luego volvemos a pesar
el mismo objeto pero sumergido en el liquido, tendremos que:

F=mg-F
F=mg-p, Vg
L m*=m-p,V
8

_m-m*
oA

=V

2. Experimento.

Colgando distintas masas conocidas de nuestro elastico medimos su deformacion
respecto a su longitud natural y obtenemos una tabla de calibracién que nos permite
determinar la masa desconocida de un cuerpo.

Por definici6n, se utiliza el agua como patrén para definir las unidades de masa. Un
gramo [g] es la masa de un centimetro cubico o mililitro de agua. (lc:m3 =1 ml)

Por tanto, utilizando una jeringa hipodérmica de 10 ml, podemos construir nuestra
tabla de calibracién colocando de 10 en 10 g. de agua en una bolsa plastica colgada del
dinamémetro. Usamos una bolsa de pldstico porque su masa es pequeiia y podemos
despreciarla.

Una vez construida la tabla de calibracion, graficamos m vs. x para obtener la curva
de calibracion.

Pesamos la piedra, luego pesamos la piedra sumergida en agua (pmo=1g/cm’) y
determinamos asi la densidad de la piedra.
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Examen de 4° de Secundaria

4°: SOLUCION PARTE CONCEPTUAL

1. En un capacitor de placas cuadradas paralelas con drea A y separadas en el vacio una distancia d, su
capacitancia:
a) Si d sereduce, la capacitancia aumenta.
b) Si se coloca una ldmina de cobre entre las placas sin que toque ninguna de ellas, no pasa nada con
la capacitancia.
¢) Si se duplica el 4rea de ambas placas, entonces se duplica su capacitancia.
d) Si se duplica el 4rea de una placa solamente, no pasa nada con la capacitancia.
e) Si se desliza a las placas paralelamente entre si de modo que el drea de traslape sea del 50%, la
capacitancia se reduce a la mitad.
f)  Si se duplica la diferencia de potencial, entonces la capacitancia también disminuye a la mitad.
2, Haciendo un andlisis de energias para cada una de las pelotas, podemos ver que:

Eiiw =E finlal
m-g —h+lm—vm2 :lm—w
2 2
m-g —h+lm—v022 :lm—v2
2 2

m-g-h+im-v : —lm-v 2
2 03 2 3

Como Vv, =V, =V,;, se pude concluir rapidamente que las velocidades con que llegan las tres
pelotas lanzadas con diferentes dngulos desde una misma altura son iguales, es decir:

Vi, =v, =V,

3. Ver Solucion de la pregunta 3. de la parte Conceptual del examen de 3° de Secundaria.

4°: SOLUCION PARTE PRACTICA

1. Un diagrama de fuerzas para una de las dos bolitas cargadas seria:

Como datos se tiene: m = masa de las bolitas Por la Ley de Coulomb:
g = carga de las bolitas
T R
N Ty q
\9( tan @ =sen 6 F=k =
< ~ Ty=T sen & ZFx =0->F=T, (D
- Ty,=Tcos @
B : ’ 2F,=0-omg=T, @
"E Ny
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Ahora, remplazando valores obtendremos las ecuaciones que nos llevaran 1 resultado esperado:

k. 2 n!- ¥
? =T -sen@ ; m'g=Tcost9—)T=—‘g.
X cosé

Por lo tanto se puede obtener reemplazando la tension 7+

2 2

2 k
=m-g-tanfd - x~ SN2 A—
m-g-tan@

k-q

2

Pero, como se asume que tan @ =sen @, entonces:

2 _ k’q2

x -_—
m-g-sené

X .y
Por otro lado, sen@ = ﬁ , este hecho hace que el valor buscado de la separacion x entre

las esferillas:

-q*2-L .q°2-L
xzzk q _)x3:k q
m-g-x m-g

Para solucionar el problema del yo-yo, se puede recurrir a la conservacion de la energia potencial y la
energia cinética del fendmeno; para este caso, la energia cinética es una energia de rotacion del yo-
yo. Dado que el yo-yo posee dos radios (» y R), cada uno ellos afecta al Momento de Inercia total del
mismo, entonces para el radio menor  su momento de inercia serd:

I =m-r (1)

.
Para el caso del radio mayor R, es un tanto diferente dado que gira con un Momento de Inercia igual a:

1

I,=—m-R’ @
2

R

Esto, debido a la geometria de la rotacién, es decir, al momento angular que sufre cada radio. No
debemos olvidar que m es la masa del yo-yo. Ahora, por la conservacién de la energia se tiene que:

EnergiaPotencial = EnergiaRotacional

1
m"g’hzglmm -0’

Debemos notar que /7, €s equivalente a una masa y es la suma de los momentos de inercia para ry R;
reemplazando valores obtendremos:
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sane (gt}

R )
2-g-h=|—+r" | @
0m [EEE

R +2r°

Es asi que se obtiene el valor de la velocidad angular o de rotacidon @ para el yo-yo, entonces si
reemplazamos los valores numéricos correspondientes se obticne que:

« =87.67rad | sg

Para el caso de la velocidad de traslacién vy del yo-yo, simplemente empleamos las siguicntes
relaciones para movimientos giratorios, con #=0.5 107 m:

vV, =@ r
v, =0.438m/sg

vT

=

3.

De la Tabla N°1, nos interesa la columna del Ritmo metabdlico en kilocalorias por hora (kcal/h) del
hombre de 65 kg para hacer las respectivas equivalencias en cuanto al cambio de energia interna AU
que experimenta la muchacha, pues ella pesa lo mismo que el hombre. Entonces, segin el cuadro
tendremos que la muchacha varia su energia como:

AU = - TCL x 200 (kcal/h) — TCM x 400 (kcal/h) — TD x 70 (kcal/h) — TT x CMHH x EMUH
Donde, las variables empleadas segin la tabla y su correspondiente a la actividad de la muchacha:

TCL = tiempo actividad ligera, que para la muchacha suman las 2 horas de trabajo en casa y 8 horas de
escritorio; TCM = tiempo actividad moderada; TD = tiempo durmiendo; TT = tiempo de trote; CMHH
= cantidad de millas por hora que correo el hombre y que son 5 millas en 1 hora (mi/h); EMUH=
energia por milla usada por el hombre, que como dato son 120 kecal por milla (kcal/mi) El signo
negativo de AU se debe, como sabemos, a que la energia interna consumida por la muchacha
representa una pérdida de la misma. Entonces, reemplazando valores obtendremos que:
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AU =-10h x 200 (kcal/h) — 5 h x 400 (kcal/h) — 8 x 70 (kcal/h) — 1 h x 5 mi/h x 120 keal/mi

AU = - 5160 keal

ity e i Clicy

Dormir

Actividad ligera(vestirse,
caminar lento trabajo de 200
escritorio )

Actividad
moderada(caminar de 400
prisa )

Actividad fuerte (balén
cesto, brazada rdpida de 600
pecho )

Actividad extrema

(carrera de bicicleta) 1400

4. Ver Solucién de la pregunta 3. de la parte Practica del examen de 3° de Secundaria.
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Examen de 4° de Secundaria

4°: SOLUCION PARTE EXPERIMENTAL

CALIBRACION DE UN DINAMOMETRO DE ELASTICO.
INTERPOLACION.
DETERMINACION DE LA DENSIDAD DE UNA PIEDRA
Objetivo

Graficar la relacién funcional entre la masa que se cuelga de un eldstico y su estiramiento.
Utilizando esta curva de calibracién podemos determinar la densidad de un cuerpo utilizando la Ley de
Arquimedes.

Teoria
Cuando se aplica una fuerza, por ejemplo un peso colgado, sobre un eldstico, la deformacién del

eldstico de goma es funcion de la fuerza que se aplica sobre €l.
De modo que, se puede establecer una relacién funcional:

F=f)

entre la fuerza aplicada (F) y el estiramiento del eldstico respecto a su tamafio natural (x) En el caso de los
eldsticos de goma esta relacién no es lineal, como se comprobard en el experimento.

Si la fuerza que se aplica es un peso, dado que F = mg , entonces se puede establecer una relacién funcional:

m =§f(x) - )

de la masa con la deformacion del eldstico.
Una vez calibrado el dinamémetro de eldstico, se lo utiliza para medir la masa de otros cuerpos.
Interpolacion

Al hacer la calibracién experimental obtendremos un conjunto finito de pares de valores (x,m), donde x
es el estiramiento del dinamémetro y m la masa correspondiente.
Una vez que tenemos nuestra tabla de calibracién al hacer una medida x podemos obtener su correspondiente m
interpolando entre los dos pares de valores de la tabla entre los que se encuentra la lectura x de modo que
X <x<X,.

La interpolacién consiste en unir los puntos (x,,m,) y (x,,m,) por una recta y obtener el valor m por

proporcionalidad.

ms

figura 1
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Tenemos entonces que:

m,—m, m—m,

X,—x,  xX—x

—-m
m=m, +——=(x—x,)
X T X,

Ley de Arquimedes

Cuando se sumerge un cuerpo en un fluido, éste ejerce sobre el cuerpo una fuerza de empuje en
direccién contraria a la gravedad, es decir hacia arriba, que es igual al peso de la masa de agua desplazada por el
cuerpo sumergido.

Esto se debe a que la presion hidrostdtica aumenta con la profundidad de manera que la fuerza
hidrostdtica resultante sobre el cuerpo por debajo es mayor que la fuerza hidrostdtica sobre el cuerpo por arriba,
resultando de ello una fuerza de empuje hacia arriba. Como en el espacio que ocupa el cuerpo antes se
encontraba el fluido y éste estaba en equilibrio, concluimos, sin mayores demostraciones, que la fuerza de
empuje es igual al peso del liquido desplazado por el cuerpo.

E=mg

donde E es la fuerza de empuje de Arquimedes, my, la masa de liquido desplazado por el cuerpo y g la constante
de la gravedad.

Si pesamos con un dinamémetro un objeto obteniendo una masa m y luego volvemos a pesar el mismo
objeto pero sumergido en el liquido, tendremos que:

F=mg-FE
F=mg-p,Vg

==
i —— F
== —=m*=m-p,V
=== g
===
[ —
i ——
=——=c="> S
o —— m-—m
e ——
=== 3 V=—m-no+—
o ——
o —— )0
Er——— L
=
—_—
m m
= p =—=

—F
V. m-m*

Donde m es la masa del cuerpo, m" es la masa aparente del cuerpo
cuando se lo mide sumergido en el liquido; V' es el volumen sumergido, o es
la densidad del liquido y o la densidad del cuerpo.

De este modo se puede medir la densidad de un cuerpo, conocida la
densidad del liquido en el que se 1o sumerge.

Figura 2

Empuje de Arquimedes

Experimento.

Colgando distintas masas conocidas de nuestro eldstico medimos su deformacion respecto a su
longitud natural y obtenemos una tabla de calibracién que nos permite determinar la masa desconocida de un
cuerpo.

Por definicién, se utiliza el agua como patrén para definir las unidades de masa. Un gramo [g] es la
masa de un centimetro cdbico o mililitro de agua. (1em®= 1 ml)
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Por tanto, utilizando una jeringa hipodérmica de 10 ml, podemos construir nuestra tabla de calibracion
colocando de 10 en 10 g. de agua en una bolsa pldstica colgada del dinamémetro. Usamos una bolsa de plastico
porque su masa ¢s pequefia y podemos despreciarla.

Una vez construida la tabla de calibracidn, graficamos m vs. x para obtener la curva de calibracion.

Pesamos la piedra, luego pesamos la piedra sumergida en agua (oy0=1g/cm’) y determinamos asi la
densidad de la piedra.

Precision

En nuestro caso la precision en la medida de la longitud del eldstico es de 0,1 cm y en la medida de la
masa de agua es de 0,2 g. Tomaremos la mitad de estos valores como errores de las medidas de x y m
respectivamente.

Entonces: E,=0,05cm v E,=0,1g.

Resultados experimentales. Ejemplo.-

Estiramiento Masa Estiramiento Masa Estiramiento Masa

[em] (9] [em] ] [em] [a]
0 0 23 180 6.4 360
0.1 10 24 190 6,7 370
0,2 20 26 200 7 380
0,3 30 2.8 210 7.4 390
0.4 40 3 220 7.7 400
0.5 50 3.2 230 8 410
0.6 60 3.4 240 8,3 420
0,7 70 3,6 250 8,6 430
0.8 80 3.8 260 9 440
0.9 90 4.1 270 9,3 450
1 100 43 280 9,6 460
1,2 110 46 290 10 470
1,3 120 4.8 300 10,3 480
1,5 130 5 310 10,7 490
1,7 140 53 320 11 500
1,8 150 5,6 330 11,5 510

El grifico de calibracién de estos datos es el siguiente:

600
500 B S N N N N S
400 1 — o
300 B s
200 —1
100 ’

masa [g]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
longitud [cm]

Figura 3
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Masa vs. Estiramiento

Como se comprueba, la deformacién de un eldstico de goma no es de ninguna manera lineal respecto a
la fuerza que lo deforma.

El rango eldstico en que se puede considerar una relacién lineal entre la masa y la deformacion va de
cero a lem.

En esta zona se cumple la Ley de Hooke:

F =kx
mzﬁxzﬂx
g

En la Figura 4 se muestra ¢l ajuste lineal en esta zona que ha resultado perfecto.

120 +
100 -
80 -
60 -
40 +
20 +

masa [g]

0 0.2 0.4 0,6 0,8 1 1.2

deformacion [cm)]

Figura 4
Zona lineal.

Cilculo de la densidad de la piedra.

Estas fueron las medidas de la masa de la piedra fuera y sumergida en el agua.

Medida fuera del agua (x) Medida sumergida (x*)
3,1cm 1,6 cm

Los valores de m y m* se obtienen de la tabla de calibracién o de la gréfica de calibracién por interpolacién. Sin
embargo, como el error de precisién es 0,05 cm corresponde hacer la interpolacién entre los puntos (3cm,220g)
y (3,2¢m,230g) para el caso de la medida fuera del agua y entre los puntos (1,5¢m,130g) y (1,7cm,140g) para la
medida sumergida.

Entonces la masa de la piedra serd:

m=220+220220 31 3y 905,
32-3
Error:
E, =0]1+5 0.2 + 0. - o1 _ 17¢
10 01 02
Entonces:

m=(225+£8)¢
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Y, la masa aparente de la piedra sumergida sera:

m = 130+w(1,6—1,5) =135g
1,7-1,5
Error:
E, . =0l1+5 E+ﬂ+E =77g
10 01 02
Entonces:

m*=(135+8)g

Calculamos la densidad:

n

P= -Pu.o
m—m*" "¢

225
===18 =2, V
p 90 zm:* > cm?

El error sera:

Sp — ;0 '€m + '€m +€m"
m  m—m*

. 3
€,=05g/cm
La densidad de la piedra es, entonces:

p=(2,520,5)glcm’
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RESUMEN

Este articulo discute la aplicaciéon de las férmulas usuales para la propagacién
de errores en las cuatro operaciones aritméticas normalmente utilizadas en cursos in-
troductorias de Fisica Experimental. El articulo muestra dos resultados discrepantes,
provenientes del uso de tales férmulas en un mismo conjunto de datos. Este conjunto de
datos corresponde a un experimento sobre resortes unidos, en el cual se desea determi-
nar la constante eldstica del resorte equivalente. Se identifica la causa de la discrepancia
y esa identificacion sugiere que se debe evitar el uso de tales férmulas. La férmula ge-
neral para propagacion de errores es utilizada en la solucién correcta del problema, y
las dificultades relativas a su uso durante un curso inicial de Fisica Experimental son
analizadas. Se sugiere una forma alternativa para el calculo del error propagado que, al
mismo tiempo, elimina el problema de resultados discrepantes y esquiva las dificultades
en el uso de la férmula general.

RESUMO

Este artigo discute a aplicacdo das férmulas usuais para a propagacio de erros
nas quatro operacoes aritméticas, normalmente utilizadas em cursos introdutérios de
Fisica Experimental. O artigo mostra dois resultados discrepantes, provenientes do uso
de tais férmulas em um mesmo conjunto de dados. Tal conjunto de dados refere-se a
um experimento sobre associacdo de molas, no qual se deseja determinar a constante de
elasticidade da mola equivalente. A causa da discrepancia é identificada, e essa identifi-
cagdo sugere que tais férmulas devem ser evitadas. A férmula geral para propagacio de
erros é utilizada na solucdo correta do problema, e as dificuldades relativas ao seu uso
durante um curso inicial de Fisica Experimental sdo analisadas. E sugerida uma forma
alternativa para o célculo do erro propagado que, a0 mesmo tempo, elimina o problema
de resultados discrepantes e contorna as dificuldades no uso da férmula geral.

ABSTRACT

This paper discusses the application of formulas applied to error propagation in
the four arithmetic operations, usually used in introductory courses about Experimental
Physics. The paper shows two differing results, referring to the use of such formulas in
a same data set. This data set refers to an experiment about association of springs,
in which one wants to determine the constant of elasticity of the equivalent spring.
The cause of the discrepancy is identified, and that identification suggests that such
formulas should be avoided. The general formula for error propagation is used in the
correct solution of the problem, and the difficulties relative to its use during an initial
course of Experimental Physics are analyzed. An alternative form of calculating the error
propagated is suggested, and at the same time, it eliminates the problem of differing
results and the difficulties in the use of the general formula.

1. INTRODUCCION

En eventos en que participan profesores de Fisica, ta-
!Email: wiltonps@uol.com.br les como congresos y encuentros, conversaciones informa-
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TABLA 1

Elongacién y fuerza aplicada al resorte 1.

X(em) 25 44 76

104 122 150 17,5 20,1

150 30,0 450 60,0 750 90,0

105,0  120,0

TABLA 2

Elongacién y fuerza aplicada al resorte 2.

X(em) 58 115 17,0

220 28,1 345 38,7 454

150 30,0 450 60,0 750 90,0

105,0  120,0

les permiten constatar que, generalmente, la ensefianza
de Fisica Experimental no tiene como pre-requisito un
curso sobre tratamiento de datos experimentales. Esta
constatacién puede ser corroborada, por ejemplo, en [1,
2 e 3]. Normalmente, nociones sobre teorfa de errores
son presentadas de manera resumida al inicio del primer
curso dedicado a la disciplina. La falta de una discusién
més amplia y mas profunda sobre el tema lleva, muchas
veces, a una cierta superficialidad en el andlisis de da-
tos experimentales, pudiendo provocar distorsiones que,
pueden arraigarse de forma definitiva en el pensamien-
to de muchos alumnos. El problema de la falta de un
conocimiento mas sélido sobre tratamiento de datos se
hace ain més evidente cuando los alumnos deben aplicar
férmulas de propagacion de errores, en la determinacién
de parametros provenientes de medidas efectuadas en la-
boratorio.

Este articulo aborda un tipo especifico de problema
relacionado a la ensenanza de propagacién de errores, y
tuvo su origen a partir de una sugerencia del primero
de los autores a dos alumnos de un mismo curso. La su-
gerencia se referia a la secuencia de operaciones en un
célculo de propagacién de errores, usando las mismas
férmulas y los mismos datos experimentales. Como los
alumnos obtuvieron resultados diferentes para el error
propagado, y ninguno de ellos detectd errores groseros en
sus calculos, se pidié una explicaciéon razonable para la
discrepancia. Como no la hubo, el problema fue plantea-
do a todos los alumnos del grupo. Un nuevo fracaso hizo
que el problema se extendiera por los cuatro profesores
de la disciplina a los once grupos de ese periodo, con re-
sultados andlogos. Quedaba claro, entonces que el tema
“propagacién de errores” no estaba siendo abordado de
forma satisfactoria en los cursos de Fisica Experimental
I: no bastaba un texto inicial definiendo el tema (en el
que eran mencionadas, superficialmente, ciertas restric-
ciones), seguido de la deduccién de las férmulas para las
operaciones aritméticas. Esto se hizo evidente a través
del problema propuesto a los alumnos y, entonces, era
necesario buscar alternativas para la ensenanza de este
asunto, de lo que resulté este articulo.

2. EL EXPERIMENTO GENERADOR DEL
PROBLEMA

El experimento, detallado en [4], consiste de dos re-
sortes cuyas constantes eldsticas previamente se deter-
minan midiendo la elongacién X en funcién del valor F'
de la fuerza aplicada en sus extremos. Se sugiere que
el grafico de F' versus X se trace de tal modo que se
destaque que se trata de rectas y que se pueda visua-
lizar “cudn cerca” del origen del sistema de ejes pasa
cada recta. Para cada conjunto de datos, se recomienda
el uso del método de los minimos cuadrados para de-
terminar el valor medio de cada constante elastica y su
desviacion estandar. En esta fase inicial del experimen-
to, se pide al alumno que calcule el valor de la constante
elastica equivalente para los dos resortes unidos en se-
rie. El experimento todavia tiene una fase final, con la
toma de datos para los resortes asociados en serie, que
no se detallard aqui porque el problema en cuestién es
independiente de esa parte.

2.1.  Datos Obtenidos en el Experimento

El experimento se realizé utilizando el kit KEM [5],
que es un “Kit para Experimentos de Mecénica”, utili-
zado en el laboratorio de Fisica Experimental I donde
se detecto el problema relativo a la ensenianza de propa-
gacién de errores. Para efecto de la presentacién de las
medidas efectuadas, vamos a designar los dos resortes
como 1y 2. Los resultados obtenidos se presentan en las
tablas 1y 2.

Los datos de estas tablas se obtuvieron con cada re-
sorte colgado en posicién vertical. Inicialmente se co-
locé una masa de 50,0¢ en la bandeja colgada en su
extremidad inferior. Esta masa busca minimizar el efecto
de la propia masa del resorte y, a partir de ahi, se ini-
cia el experimento, con incrementos de masa, de 15,0 en
15,0g. En este experimento se asume que los errores sis-
tematicos pueden despreciarse, de modo que los errores
a ser considerados son los provenientes de fluctuaciones
estadisticas. Para garantizar una cierta independencia
en los valores obtenidos para las constantes elastica, se
hicieron dos montajes distintos, uno para cada resorte.
Hay que resaltar que, aqui, por comodidad, se utilizé el
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sistema técnico de unidades en el proceso de medicién,
por ser adecuado al ambiente del laboratorio.

2.2.  Andlisis Preliminar de los Datos

El andlisis de los datos se hizo a través del software
LAB Fit [6]. Una simple inspeccién grafica o también el
test t de Student [7] mostraria que es bastante razonable
proponer, para los dos resortes, el modelo dado por la
ley de Hooke (ver, por ejemplo, [8]):

F =KX, (1)

donde K es la constante eldstica. Aunque conceptual-
mente la variable independiente de este experimento sea
la fuerza F aplicada en cada extremo del resorte, en to-
dos los anélisis que siguen se considerard a la variable X
como independiente, obedeciendo el modelo dado por la
Ec. (1). Ajustando la funcién de la Ec. (1) a los datos de
las tablas (1) y (2), obtenemos:

Ky =(2,653+£0,014)gf/cm.
2.3. Constante Eldstica del Resorte Equivalente para
dos Resortes Unidos en Serie

Es simple demostrar que, si cada uno de los resor-
tes obedece a la Ec. (1), entonces la constante eldstica
del resorte equivalente, K4, estard dada por (ver, por
ejemplo, [9])

0, también

K K>
T K+ Ky

(3b)

Conforme veremos, aunque las Ecs. (3a) y (3b) sean
equivalentes, desde el punto de vista matemaético, pre-
sentan resultados diferentes para el error propagado, si
no se toma cuidado.

3. FORMULAS PARA LA PROPAGACION DE
ERRORES EN LAS OPERACIONES
ARITMETICAS

Aun cuando el tema de la “propagacién de errores”
sea abordado de forma satisfactoria en los libros de texto
sobre teorfa de errores (ver, por ejemplo, [10, 11, 12,13 y
14]), en algunos cursos iniciales de Fisica Experimental
el tema se reduce a las cuatro operaciones aritméticas
y, normalmente, el tratamiento del tema es bastante re-
sumido. Un resumen tipico puede encontrarse en [15].
Para las cuatro operaciones aritméticas, las férmulas de
propagacion son deducidas suponiendo que se tienen dos
medidas independientes dadas por

X=X+o0xm v Y=Y+xo0y, (4)
que, por simplicidad, se consideran como positivas. En
la Ec. (4) X y Y son los valores medios de las medidas
XyY, oxm y 0ym son sus respectivas incertidumbres.
Entonces, las operaciones aritméticas entre esas medidas
se pueden realizar conforme veremos a continuacion.

3.1. Suma y Resta

Estas operaciones se pueden sintetizar, para el calcu-
lo de la desviacién mdaxima absoluta y de la desviacién
estandar, como sigue:

OP = O—P + (UXm + UYm)
(5a)

OP =OP £/o%, +0% .
(5b)

donde “OP” simboliza la operacién (suma o resta) y
“OP” representa la operacién con los valores medios de
las medidas. A pesar de ser conservativa con relacién al
error propagado, la Ec. (5a) en general solo es utilizada
con fines didécticos y, en el caso de medidas independien-
tes, debe ser relegada en favor de la desviacién estandar
propagada, dada por la Ec. (5b), que substituye la suma
de los médulos de las desviaciones por la raiz cuadrada
de la suma de los cuadrados de tales desviaciones.

3.2.  Multiplicacion y Division
Tales operaciones pueden resumirse, en cuanto a las
desviaciones méaxima, y estdndar, por las siguientes ex-
presiones:

=5 ~5/7Xm OYm
p=0P+0P(ZXm ;. T¥m
OP = 0P £ OP(Z + )
(6a)
y
s A [ (Oxm\2 | (Oym)?
OP—OPiOP\/(T) +(T)
(6b)

donde, nuevamente, “OP’ y “OP” representan, respec-
tivamente, la operacién (multiplicacién o divisién) y la
operacion con los valores medios. Estas férmulas, dadas
por las Ecs. (5a), (5b), (6a) y (6b), estan presentes en
la mayoria de los libros de texto sobre teoria de errores
(ver, por ejemplo, las pdginas 50, 53, 60 y 61 de la re-
ferencia [14]). Igual que la Ec. (5a), la Ec. (6a) define
una regla provisional, de cuno didéctico y, en el caso de
medidas independientes, debe ser relegada en favor de
la Ec. (6b), que substituye la suma de las desviaciones
relativas por la raiz cuadrada de la suma de los cuadra-
dos de estas desviaciones. En la seccién 5.1, se hard un
estudio més general para los limites de validez de cada
una de estas férmulas relativas al error de propagacién
en la divisién.
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4. CALCULO DE LA CONSTANTE ELASTICA
PARA LA ASOCTACION EN SERIE
Como se mostrard, fueron utilizadas las férmulas da-
das en las Ecs. (5b) y (6b) y los resultados obtenidos
para las constantes eldsticas de los resortes, dadas en la
Ec. (2) para el cdlculo de la constante eldstica equivalen-
te de los dos resortes asociados en serie. Obsérvese que
hay dos posibles caminos distintos para determinar, pa-

S0 a paso, la constante eldstica equivalente: mediante las
Ecs. (3a) y (3b).

4.1.  Formulacidn por el Camino 1: Uso de la Ec. (3a)
Con el uso de la Ec. (3a) podemos escribir:

1 1 1
K.,  6,00£005 2,653 £0,014

(7)

Recordando que el nimero exacto 1 es lo mismo que
(1 £0), las dos divisiones en el segundo miembro de la
Ec. (7) se pueden realizar de acuerdo con la Ec. (6b).
Luego podemos realizar la suma obtenida por el procedi-
miento anterior a través de la Ec. (5b) para, finalmente,
reutilizar la Ec. (6b) para invertir el resultado obtenido.
Finalmente, encontramos:

K., = (1,840 £ 0,008)gf /cm. (8)

4.2.  Formulacidén por el Camino 2: Uso de la Ec. (3b)

Con el uso de la Ec. (3b) y los resultados ya mencio-
nados para K; y K, podemos escribir:

(6,00 = 0,05)(2,653 + 0,014)

°¢ = (6,00 £ 0,05) + (2,653 = 0,014) )

Luego, usando la Ec. (6b) para realizar la multiplica-
ci6én en el numerador y la Ec. (5b) para la adicién en el
denominador, seguida de la reutilizacién de la Ec. (6b)
para efectuar la operacidn final de divisién, obtenemos:

K., = (1,840 +0,021)gf /cm. (10)

En todos los célculos efectuados en los items 4.1 y
4.2 trabajamos con exceso de digitos, haciendo un sélo
redondeo al final de la secuencia de operaciones. Pero
la desviacién estandar del valor medio de K., obtenido
en el item 4.1 es significativamente diferente del valor
calculado en este item 4.2. En verdad, el iltimo valor
obtenido para la desviacién es casi el triple del primero.
Una discusién sobre el por qué de esta discrepancia y
también sobre los cuidados que se deben tomar en la
utilizacién de la Ec. (6b) se hard a continuaciéon. Ademds
de ello, se propondré el uso de alternativas méas generales
en el célculo de propagacién de errores.

5. DISCUSIONES

Un anaélisis més cuidadoso de la seccién 4 indica que
el resultado obtenido en el {tem 4.1 (camino 1) es el co-
rrecto en tanto que aquel obtenido en 4.2 (camino 2) es
errado. Para comprender esto es necesario investigar la

restriccién que deberia haber sido impuesta en la utili-
zacién de la Ec. (6b): “...suponiendo que se tengan dos
medidas independientes dadas por....”. El significado de
esta frase es muy importante en la propagacién de erro-
res, y por eso ella se investigara en detalle. En el caso
de la divisién, en que tenemos OP = X /Y, el resultado
para el error propagado, dado por la Ec. (6a), se obtiene
calculando los limites inferior y superior de la opera-
cién, con aproximacion de primer orden (lo que requiere
pequenas desviaciones relativas), a través del siguiente
razonamiento:
Limite inferior:

u:@zé_ﬁ(”m@)
Y Y Y

Y —oym X
(11a)
Limite superior:
Lszmz£+£(@+@)
Y —ovm Y Y\ X Y
(11b)

Obviamente, los resultados obtenidos en las Ecs. (11a) y
(11b) posibilitan escribir la Ec. (6a), obtenida para a divisién,
como sigue:

Desvio Maximo Absoluto: %|LS — LI|

(11c)

Valor Medio:

=i

— %(LS + L)

(11d)

Naturalmente, la Ec. (6b) puede obtenerse por la simple
sustitucién de la suma de las desviaciones relativas por la
suma de los cuadrados de estas desviaciones.

Por otro lado, una reflexién més atenta sobre las Ecs.
(11a) y (11b) permite afirmar que el razonamiento alli utili-
zado presupone que el numerador y el denominador pueden
asumir valores, uno independientemente del otro. Esto por-
que, cuando uno asume el mayor valor para la variable, el
otro asume el menor: “el numerador debe ser independiente
del denominador”. Obviamente esto no se aplica a la férmula
para la constante eldstica dada por la Ec. (3b), ya que tanto el
numerador como el denominador son funciones de las mismas
variables: K; y K2. Entonces, el numerador no es indepen-
diente del denominador y, consecuentemente, la secuencia de
operaciones del item 4.2 no son validas.

Una vez detectados estos problemas con la férmula dada
por la Ec. (6b), el paso siguiente serd proponer una forma de
evitarlos.

5.1. La Formula General para el Cdlculo del Error
Propagado

Un estudio més minucioso sobre teoria de errores permite
afirmar que, para una funcién f de n variables z1, z2, ..., Zn,
el error propagado de la funcién debido a los errores de sus
variables independientes se calcula, con una aproximacién de
primer orden, por la siguiente expresién (ver [10 y 11], por
ejemplo):
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_ |INNof of
Ofm = ZZ aZj Oz COU(ZJaZk')a (12)

j=1k=1

donde cov(zj, z) es la covariancia entre las variables inde-
pendientes z; y zx.

Para una funcién con dos variables independientes, dadas
por X = X+o0xm yY =Y % 0oym, siendo cov(X,Y), la
covariancia entre ellas, la Ec. (12) se transforma en:

7im = \/(g_)f(axm)2 + (g_)]jUme + 2§—£g—if/cov(X,Y),
(13)

en la que las derivadas se deben calcular para X = Xy
Y =Y. Asi, para la divisién (tema central de este articulo),

dada por f = X/Y, la Ec. (13) toma la forma:

2 e 2 X
Ofm = \/(Ux?m) + (%mm) - 2%0011()(, Y). (14)

La Ec. (14) es general para la determinacién del error pro-
pagado en la operacién de divisién y, dependiendo del tipo de
relacién entre las variables X e Y, puede presentar resultados
distintos, conforme veremos, para tres casos especiales.

5.1.1. La Ecuacion (14) para X eY Linealmente

Dependientes Entre Si: Caso 1

Si las variables X e Y fueran linealmente dependientes
entre si, y con el mismo sentido de crecimiento, entonces la
covariancia entre ellas estd dada por (ver CAAP. 4 de [11],
por ejemplo):

cov(X,)Y) = 0xm0Oym (15)

Para esta situacién el radicando en el segundo miembro de
la Ec. (14) es un cuadrado perfecto, lo que reduce la ecuacién
a

U'fm:

(16a)

que corresponde al menor error propagado posible en la ope-
racién de divisién. Adicionalmente, debemos notar que, en
el caso en que las variables X e Y sean iguales (X =Y =
Z + 0zm), la Ec. (16a) da cero para la desviacién propaga-
da, lo que es coherente con la intuicién: la divisién de una
medida entre si misma, diferente de cero, ain cuando no sea
conocida exactamente, tiene por resultado el valor exacto 1.

5.1.2. La Ecuacidon (14) para X yY Linealmente

Dependientes Entre Si: Caso 2

Debemos observar que, en el caso en que las variables X e
Y fuesen linealmente dependientes pero con sentido inverso
de crecimiento, la covariancia entre estas variables vendria
dada por —oxmoym [11]. En este caso, a Ec. (14) darfa el
siguiente resultado:

as[R]

(UXm + UYm)

Ofm = e ]
! X v

(16b)

que corresponde al maximo error propagado posible (desvio
méximo), y es equivalente a la Ec. (6a) puesto que OP =
X /Y. Este resultado significa que a Ec. (6a) deberfa usarse
s6lo cuando las medidas involucradas en la divisién sean li-
nealmente dependientes y con sentido inverso de crecimiento.

5.1.3. La Ecuacién (14) para X eY Independientes

Entre S7

En el caso de que X e Y sean variables independientes
entre si, la covariancia entre ellas es cero [10-14]. En este caso,
colocando el término (X/Y)? en evidencia en la Ec. (14) y
extrayendo la raiz, obtenemos:

() () o

que es la misma expresién obtenida para la desviacién
estidndar en la Ec. (6b), para OP = X /Y. Hay que obser-
var que la Ec. (17), idéntica a la Ec. (6b), no es una férmula
general para la divisién: estd restringida a los casos en que
las variables independientes X e Y de la funcién tengan co-
variancia igual a cero, como es el caso de variables indepen-
dientes entre si.

5.2.  Aplicacion de la Férmula General de Propagacion
de Errores a la Ec. (3b)

Hay que considerar que, en la Ec. (3b), aunque el numera-
dor sea dependiente del denominador, las constantes elasticas
Ki y K> son independientes entre si, puesto que el experi-
mento para la determinacién de K se hizo de forma indepen-
diente de aquel para la determinacién de K». Esto significa
que cov(Ki,K»2) = 0 y la Ec. (13) deriva en la siguiente ex-
presién para el error propagado:

- 2 2 - 2 2
_ Ko Kq
o = —2 + —
Keq |:(K1 Kz) O'Klm:| |:(K1 K2) U'K2m:| ;

(18)
que produce el mismo resultado correcto obtenido en el item
4.1.

5.3. Una Alternativa al Uso de Derivadas

Un ejemplo semejante al que presentamos en este articu-
lo para la divisién fue presentado por Taylor (pag. 66 de
la referencia [14]) involucrando una diferencia de cantidades
dependientes. Su propuesta para evitar el problema de resul-
tados errados, contenidos en la solucién paso a paso, fue la
misma de la seccién 5.2: uso de la ecuacién general de propa-
gacién de errores. Pero, existen grados curriculares en los que
el alumno cursa su primera disciplina de Fisica Experimen-
tal sin un conocimiento mas profundo acerca de derivadas de
funciones (ver, por ejemplo, [1 y 3]). En este caso, el uso de
la Ec. (12) para el célculo de propagacién de errores es in-
viable, y esto justifica muchas veces la utilizacién de la Ec.
(6b), ya que ella puede deducirse de forma simple, a partir
de las Ecs. (11a) y (11b). Mds, como fue constatado, la Ec.
(6b) no es adecuada en muchas situaciones que involucran
el calculo de propagacién de errores de medidas. Entonces,
seria deseable la proposicién de una forma alternativa para
el cdlculo del error propagado. Esa forma alternativa deberia,
al mismo tiempo, eliminar los problemas ya detectados con
la Ec. (6b) y también evitar el uso de expresiones analiticas
para derivadas, como se hizo en las Ecs. (14) y (18). Para
una funcién en la que sus variables independientes no estén
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correlacionadas entre si estos requisitos deseables pueden ser
satisfechos a través de la determinacién del error propagado
por partes: se determina individualmente el error propagado
en la funcién debido al error de cada variable independien-
te. El razonamiento es semejante al que fue desarrollado en
las Ecs. (11a) y (11b), pero con una diferencia fundamen-
tal: cada contribucién para el error propagado de la funcién
es calculada separadamente, con las deméds variables indepen-
dientes dadas por sus valores medios. Con este razonamiento,
para una funcién f(z1, 22, ..., 2n), la contribucién de la i-ési-
ma variable independiente al error propagado en esa funcién
estd dada por:

Ofm,zi = 5| f(21, 22,0, Zi + Ozmiy on, Zn) (19)
—f(fl, 22y ey Zi = Ozmiy oeey 2n)|
En este caso, la expresién final para la funcién sera:
f(Zl,ZQ,...,Zn) :f(fl,iz,...,in):tafm, (20)

donde o, es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de todas las contribuciones obtenidas a través de la Ec. (19).
Vale hacer notar que la Ec. (20) contiene una simplificacién,
que consiste en considerar el valor medio de la funcién como
el valor de la funcién para los valores medios de las variables
independientes.

5.4. Determinacion de K., a través de la Solucion
Alternativa
Utilizando la alternativa propuesta en el item 5.3, la de-
terminacién de la desviacion estdndar para el valor medio de
la constante elastica del resorte equivalente se hace, con la
Ec. (3b), del siguiente modo:
Desviacién de K¢, debido a K;:

(K1 + oxim) K>

1 _ (Ki—oxim)K>
2 |(K1 4+ oxim) + K2

(K1 —oxim) + K2

OKeq,K1 =

(21a)
y
Desviacién de K¢, debido a Kb:
1 (K3 + oxom ) K1 (K1 — oxim) K1
OKeq,K2 = & — —_— — — | -
2 (K2 + okom) + K1 (K2 — oka2m) + K1

(21D)

Con los resultados de las Ecs. (21a) y (21b) podemos
calcular la desviacién estandar, dada por la raiz cuadrada de
la suma de los cuadrados de las desviaciones parciales, como
sigue:

— 2 2
OKeq = \/UKeq,Kl + UKeq,KQ
(22)

= /0,004700...2 + 0,006730...2 = 0,008¢ f /cm.

Naturalmente, este es el resultado correcto esperado para
la desviacién estdndar propagada usando la Ec. (3b), que
tiene el numerador dependiente del denominador.

6. CONCLUSIONES

Aunque apenas hemos mencionado el ejemplo dado por
Taylor [14] para la sustraccién, podemos concluir que la Ec.
(5b) puede presentar resultados falsos, porque el razonamien-
to para su deduccién es semejante a aquel evidenciado en

(11a) y (11b). En el ejemplo de este articulo, un aspecto que
merece ser resaltado se refiere a la validez de la “férmula
viciada” dada por la Ec. (6b) para la divisién, puesto que
también puede presentar resultados incorrectos, como aquel
obtenido en el item 4.2. Su uso en el anilisis de datos experi-
mentales debe evitarse, a menos que tengamos un profundo
conocimiento sobre el asunto y sepamos discernir las situa-
ciones en que, de hecho, ella puede ser usada.

Lo deseable, en propagacién de errores, seria el uso de la
férmula general dada por la Ec. (12). Esta ecuacién involucra
el uso de derivadas parciales, ademas del asunto “covariancia”
que muchas veces ni se menciona en los cursos iniciales de
Fisica Experimental. Esto dificulta el uso de tal ecuacidn,
por ejemplo, en la disciplina Fisica Experimental I.

Una alternativa viable en experimentos para los cuales las
variables independientes de la funcién no estén correlaciona-
das entre si es el cdlculo fragmentado del error propagado,
para cada variable independiente, conforme se ha mostrado
en el item 5.3. Esta alternativa incorpora el calculo de deri-
vadas parciales, pero de una forma sutil, perfectamente asi-
milable por alumnos que no tienen el pre-requisito del calcu-
lo diferencial. Aunque tal alternativa no sea general, porque
presupone no correlacién en las variables independientes de
la funcién, es mucho mds versitil que las Ecs. (5b) y (6b),
v puede aplicarse practicamente, a cualquier funcién. Vale la
pena resaltar, todavia, que tal alternativa utiliza un procedi-
miento dnico en el cdlculo del error propagado de cualquier
funcién, no siendo necesaria la memorizacién de un conjunto
de férmulas especificas por parte de los alumnos.

Como un iltimo recurso, en el caso en que no haya dispo-
nibilidad de tiempo para el estudio de propagacién de erro-
res, en un primer curso de Fisica Experimental, los alumnos
podrian utilizar software como el indicado en la referencia [6].
Para ello, la dnica exigencia es que el usuario sepa escribir
una funcién usando la sintaxis de los lenguajes de programa-
cién. En este caso, aunque el alumno no sepa concretamente
como se obtienen los resultados, por lo menos no corre el ries-
go de obtener resultados equivocados por el uso de férmulas
inadecuadas.
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LA MAGIA DE LA FISICA

E. Juaniquina, W. Espinoza, D. Lépez, E. Centeno, M. Saavedra

Carrera de Fisica—UMSA
La Paz, Bolivia

Figura 1. Atrio U.M.S.A. en Annus Mirabilis 2005.

1. INTRODUCCION

Este proyecto consiste en reproducir experimentos
sencillos de fisica, de una manera amena y de facil com-
prensién que describen principios fisicos bésicos, para ser
explicados y demostrados al ptblico en general.

Esta actividad surgié inicialmente hace cuatro anos
por iniciativa estudiantil, con el apoyo de algunos docen-
tes y administrativos para un aniversario de la Carrera,
pero poco a poco se fue convirtiendo en una actividad
periddica, desarrollada por los estudiantes que llevan a
las personas en general al fascinante mundo de la fisica.

El objetivo principal de “La Magia de la Fisica” es el
de ofrecer un programa de difusién y divulgacién de la
fisica a través de experimentos interactivos de facil com-
prensién, que demuestran principios y leyes béasicas de
esta ciencia, estimulando de esta manera a que cualquier
estudiante, docente o administrativo interesado pueda
presentar algin experimento o demostracién que le re-
sulte atractiva y didactica.

2. ALCANCES

Estas exposiciones se vienen realizando periédica-
mente en diferentes plazas publicas y en otros casos por
invitacién en establecimientos educativos de la ciudad de
La Paz y El Alto.

En este “Ano Internacional de la Fisica” este pro-
yecto se propuso llegar a las provincias de La Paz y al
interior del pais, es asi que, con el apoyo de la Carrera y
del ITF se logré viajar al interior realizando presentacio-
nes en las ciudades de:

= ORURO (Plaza Principal 10 de Febrero) el 31 de
Julio.

POTOSI (Plaza Principal 10 de Noviembre) el 1°
de Agosto.

SUCRE (Casa de la Cultura) el 3 de Agosto.

TARIJA (Plaza Central Sucre) el 5 de Agosto.

En todas estas presentaciones en el interior se man-
tuvo un horario aproximadamente de 2 a 6 de la tarde
con una amplia aceptacién del publico en general, con
cobertura de medios de comunicacién radiales y televisi-
vos locales. Se culmino esa semana con gran satisfaccién
por parte de la delegacion de estudiantes que realizo esta
experiencia inolvidable.

Por otra parte este proyecto recibié una invitacién
de AMEC-MONTERO, de la ciudad de Montero, San-
ta Cruz, a finales del mes de Abril, en tal sentido se
realizaron presentaciones en el Coliseo de Montero, los
dias 27, 28, 29 y 30 de Abril abarcando aproximadamen-
te unos 2000 estudiantes en los cuatro dias, ya que las
exposiciones se las realizaban tanto en la manana como
en la tarde. La delegacién de estudiantes de “La Magia
de la Fisica” estdn gratamente agradecidos por el trato
en dicha ciudad y ampliamente satisfechos por el cono-
cimiento cientifico impartido a la juventud monterefia.

3. EXPERIMENTOS

Detallamos a continuacién algunos experimentos que
conforman “La Magia de la Fisica”.

Figura 2. Plaza Principal 10 de Noviembre, Potosi.
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3.1. El acelerador electrostdtico

Material: Esfera pequena cargada.

Ezxperiencia: En la experiencia se alimenta al ace-
lerador, mediante una banda en movimiento hecha de
material aislante, ésta transporta la carga a la terminal
(esfera) de alto voltaje, en donde se remueve por otra
punta de corona y pasa al conductor exterior. Afuera
de la terminal se encuentra una fuente de iones negati-
vos que caen hacia el potencial positivo de la terminal.
Adentro de la terminal de alto voltaje, el haz pasa a
través de una cdmara que consta de un gas o de una
hoja delgada de metal, disenada para retirar o despojar
a varios electrones de los iones negativos convirtiéndolos
en positivos que luego caen al potencial positivo.

Los iones cargados positivos son repelidos por la ter-
minal para formar el haz del acelerador y se produce ese
chisporroteo caracteristico.

Ezplicacion: El estudio de nucleos implica acciones
nucleares, cuando un haz de particulas inciden en un
blanco. Un método empleado para acelerar particulas en
reacciones nucleares se basa en una técnica electrostati-
ca. Una particula de carga positiva cae a través de un
cambio negativo en el campo potencial el aumento en la
energia cinética supone que la particula inicia del reposo.

Los atomos ionizados para obtener la maxima energia
para el haz deben tener la maxima diferencia de poten-
cial.

El potencial final esta limitado por el chisporroteo
que ocurre en el aire.

Este principio de la electrostatica se aplicé primero a
particulas nucleares en aceleracién por Robert Van Der
Graaff y al acelerador se conoce como acelerador de Van
Der Graaff. Se alcanzaron facilmente potenciales de va-
rios millones de voltios.

Figura 3. Experimentos de electricidad (la bobina Tesla).

3.2.  La gota de aceite

Material: Un frasco de cristal transparente, un vaso
pequeno, un vaso grande, un embudo, aceite, alcohol y
agua purificada(hervida).

Experiencia: Se tiene agua en el vaso grande se anade
aceite, se puede ver que el aceite no se mezcla con el

Figura 4. Casa de la Cultura, Sucre.

agua ademds que el aceite estd flotando sobre el agua.
Pero entonces ;como podemos lograr una gota de aceite
pueda bajar y mantenerse en medio de un liquido?

Sabemos que si seguimos echando agua la gota de
aceite seguird flotando sobre el agua y solo subird en
altura de acuerdo a la cantidad de agua que se le eche,
entonces que tal si echamos alcohol!!

Llenamos de aceite hasta el borde del vaso pequeno,
introducimos en el frasco de cristal, primero anadimos
alcohol lo suficiente para que llegue al borde de la altura
del vaso pequeno, luego, con ayuda del embudo echamos
agua, con mucho cuidado y por las paredes del cristal, lo
suficiente como para ver que la gota de aceite va desa-
lojando el vaso pequeno, todo este proceso se tiene que
realizar con cuidado y tiempo, en caso de que el aceite
no desaloje el vaso se le puede ayudar con la jeringa. Y
listo!! se tiene una gota de aceite flotando en medio de
dos liquidos.

Algo que también se puede observar es la forma que
tiene el aceite viendo desde la parte superior del frasco,
tiene una forma redonda, y viendo desde un punto infe-
rior, a una altura media del frasco, tiene una forma de
huevo achatado!!, la pregunta del millén es jcudl es la
verdadera forma que toma la gota de aceite?

Ezxplicacion: Aqui sélo tomamos en cuenta la densi-
dad de los liquidos, cuan livianos o cuan pesados son los
liquidos, sabemos que la densidad del aceite es menor
que la densidad del agua es por eso que el aceite flota
sobre el agua, para tener una gota de aceite en medio
de un liquido tenemos que afadir un liquido diferente al
agua, diferente en densidad, la densidad de este liquido
tiene que ser menor a la densidad del aceite y del agua,
este liquido es el alcohol.

La verdadera forma que toma la gota de aceite es
esférica gracias a la tensidn superficial, pero jporque se
ven diferentes formas viendo desde dos puntos diferen-
tes? se ve algo que no es, eso se llama ilusién 6ptica, la
imagen que sale de la gota de aceite cambia de direccién
al pasar por la sustancia agua alcohol también cambia
su direccidn al pasar por el frasco hasta llegar a nuestros
ojos, esto debido a la refraccién de la luz.
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3.3.  El efecto coanda

Material: Una botella, una caja y una vela.

Experiencia: Se enciende la vela y se la sopla direc-
tamente, obviamente la vela se apagard, después se pone
la cajita delante de la vela y se trata de apagar la vela
soplando hacia la caja, la vela no se apaga. Finalmente
se reemplaza la caja por la botella u otro material de for-
ma cilindrica y se repite la operacién de soplar, esta vez
soplando directamente a la botella, la vela se apagara.
Es preferible tener la botella llena de agua o refresco,
para mostrar que no tiene huecos ni trampa.

Ezxplicacion: Este experimento nos va a demostrar
algunas propiedades de los fluidos, éstos siempre tien-
den a seguir la direccién que se les ha dado, muchas
veces inclusive cuando encuentran un obstaculo tratan
de rodearlo dependiendo de la forma que tenga éste, en el

caso de la caja, ésta tiene una superficie plana y unos
angulos muy pronunciados, entonces el aire choca con la
superficie y comienza a formar turbulencias y eventual-
mente el impetu con el cual llega a la caja se disipa, si
uno es mas observador se dard cuenta que pese a eso
logra pasar algo de aire al otro lado; en el caso de la bo-
tella el liquido no encuentra resistencia a su movimiento
por dos razones, los fluidos en movimiento se pegan a
la superficie por donde estan circulando por la viscosi-
dad de éstos, en segundo lugar al aplicar una velocidad
de aire alrededor de la botella se estd bajando la pre-
sién atmosférica en todo ese sector, ante la diferencia de
presién el aire alrededor empuja al aire que se mueve ha-
ciendo que al final del recorrido de la botella el flujo de
viento se unifique de nuevo hasta llegar a la vela que se
encuentra del otro lado y se apague.





