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ESTUDIO DE LA SINCBONIZACI()N EN UN SISTEMA DE DOS OSCILADORES
IDENTICOS CONTROLADOS POR LUZ

G.M. Ramirez Avila(l)’(ll)l, J.L. GuissetD, J.L. Deneubourg®

() Center for Nonlinear Phenomena and Complex Systems
Université Libre de Bruzelles
Campus Plaine CP231, 1050
Brussels, Belgium
(D Instituto de Investigaciones Fisicas
Universidad Mayor de San Andrés
Casilla 8635
La Paz, Bolivia

RESUMEN

El andlisis de un sistema de dos osciladores controlados por luz (LCOs) es realiza-
do. Se comparan dos modelos diferentes y se demuestra que en el modelo més proximo
al montaje experimental se encuentran resultados que estan estrechamente relaciona-
dos con las medidas efectuadas experimentalmente. Se muestra analiticamente que el
sistema de dos LCOs idénticos siempre sincroniza ya sea en fase o en antifase.

1. INTRODUCCION

La sincronizacién, que puede ser entendida como el
ajuste de ritmos entre dos o méas osciladores debido a sus
interacciones [1], es un fenémeno omnipresente tanto en
sistemas naturales como artificiales y es un tipico ejem-
plo de auto-organizacién. Este fenédmeno descrito por
primera vez por el cientifico holandés Christian Huy-
gens en 1673 [2], quien observé sincronizaciéon en dos
péndulos acoplados, permanecié durante méas de dos si-
glos sin ser estudiado seriamente y es sélo en los afios 20
del siglo pasado en que los trabajos de Eccles, Vincent
[3], Appleton [4] y van der Pol [5], que observaron sin-
cronizacién en generadores eléctricos, impulsaron a los
cientificos de la época a estudiar este fendmeno con ma-
yor profundidad; principalmente por los que luego cons-
tituyeron la “escuela soviética”, entre los que destacan
Blekhman [6], Arnol’d [7], Shilnikov, Afraimovich [§],
Pikovsky [9], etc. quienes estudiaron tanto experimen-
tal como tedricamente la sincronizacién en diversos sis-
temas. El estudio de este fenémeno cobra popularidad
hace aproximadamente 20 anos, tiempo en el cual se pro-
dujeron diversidad de articulos y libros que tratan de una
u otra manera sobre la sincronizacién en sistemas que
van desde los biolégicos (luciérnagas, grillos, cigarras,
hormigas, sistemas ecoldgicos, diferentes comportamien-
tos en poblaciones humanas, células cardiacas, neuronas,
etc.) pasando por sistemas quimicos (por €j. reacciones
de Belousov-Zhabotinsky, osciladores bioquimicos) y lle-
gando a sistemas artificiales como laseres, circuitos elec-
trénicos, etc. En el presente articulo, primeramente pre-
sentamos en §2 el sistema de nuestro interés y los corres-
pondientes modelos para su descripciéon. En §3, analiza-

L Agradece el apoyo de la Cooperacién Técnica Belga (CTB)
y a la Fundacién Universitaria David y Alice Van Buuren por el
premio académico otorgado.

mos los modelos propuestos y comparamos los resultados
analiticos con las soluciones numéricas. Finalmente, en
84 damos a conocer las perspectivas de nuestra investi-
gacién actual.

2. DESCRIPCION DE UN LCO Y MODELOS PARA
SU COMPORTAMIENTO

Bésicamente, un LCO es un oscilador de relajacién
en el sentido que posee dos escalas de tiempo caracteri-
zadas por la variable de estado €(t), una correspondiente
al movimiento rapido que en el caso de nuestro LCO est4
asociada con el proceso de carga en la que €(t) =1y la
otra de movimiento lento, relacionada con la descarga
del LCO y con €(t) = 0. Un LCO es un excelente ejem-
plo de oscilador de “integracién y disparo” que son am-
pliamente utilizados para describir sistemas tales como
poblaciones de luciérnagas, neuronas y células cardiacas.
Un LCO funciona con una fuente de voltaje Vs (en ge-
neral una bateria comin de 9 V) y estd constituido por
un chip temporizador LM555, el cual, funcionando en su
configuracién astable hace que se establezcan dos um-
brales, uno superior en el que la carga se interrumpe
cuando la sefial alcanza 2V /3 pasando a su estado de
descarga hasta alcanzar el umbral inferior Vs /3 después
de lo cual se repite el proceso de carga. Los otros cons-
tituyentes de un LCO son dos circuitos RC que deter-
minan los procesos de carga, caracterizado por la cons-
tante de tiempo 1/A = (Rx + R,)C, y descarga con
constante de tiempo 1/ = R,C; finalmente los fotodio-
dos que emiten un haz luminoso infrarrojo y los foto-
sensores, estos componentes optoelectronicos permiten
el acoplamiento de los LCOs. La construcciéon de los
LCOs se describe en detalle en [10][11] donde ademas se
describen las observaciones experimentales de enganche
de fase y sincronizaciéon en diferentes configuraciones.
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A continuacién se presentan dos modelos que pueden
ser adaptados para la descripcién de los LCOs en inter-
accién. Primeramente describiremos un modelo lineal?
muy simple:

dvilt) _ v o e
T_A,ez(t) Ti[1 — €(t)]
N
+Z,3ij5ij[1—ej(t)] i,j=1,...,N, (1)

donde A; y T'; estdn relacionadas con las constantes
de tiempo A; y 7 mediante A; =V\;/3In2 y
I'; = Varivi/3In 2. Posteriormente, analizaremos el mo-
delo no lineal que tiene la forma:

dVi ()
dt

= X[V = Vi(t)]ei(t) — v Vi(t)[1 — €(t)]

N
+> Bidull —®)] ij=1,...,N. (2
j=1

en ambos modelos, el acoplamiento entre LCOs estd ca-
racterizado por la variable 3;; que indica la intensidad
del acoplamiento que el LCO; ejerce sobre el LCO; que
a su vez estd ligada a la intensidad luminosa recibida
por los fotosensores del LCO; debido al haz luminoso
que emana del LCOj, y por ende a la distancia entre los
mencionados LCOs. Debemos senalar que para que los
LCOs estén acoplados, el haz IR emitido por los fotodio-
dos de un LCO debe ser captado por los fotosensores de
otro(s) LCO(s) lo que no siempre es el caso, para este fin,
introducimos la variable d;; para indicar si puede o no
haber un acoplamiento efectivo entre los LCOs; §;; = 1
si los LCOs pueden interactuar y d;; = 0 en cualquier
otro caso.

3. ANALISIS DE LOS MODELOS

Los modelos propuestos en §2 tienen la particularidad
de considerar que la descarga de los LCOs es finita, es
decir, no es instantidnea como consideran los modelos
clasicos de osciladores de “integracién y disparo” [12].
En otras palabras, los modelos basados en los LCOs son
maés realistas.

3.1. Modelo Lineal

Este tipo de modelos fueron privilegiados por
cientificos que estudiaban la sincronizacién en ciertas es-
pecies de luciérnagas como por ejemplo, Pteroptyz cribe-
llata [13]. En este articulo, estamos interesados en el es-
tudio del caso mas simple en el que nuestro sistema esta
compuesto por dos LCOs idénticos mutuamente acopla-
dos. En este caso, Ay = Ay = A, I’y =Ty =T. Consi-
deraremos igualmente que el factor de acoplamiento es
simétrico, es decir, 812 = 21 = [ y dado que los LCOs
tienen un acoplamiento mutuo, d12 = d27 = 1, con lo que

2Las denominaciones lineal y no lineal est4n referidas a la for-
ma de las senales que resultan de la solucién del sistema de ecs.
diferenciales.

(1) toma la forma:

d‘/clit(t) = Aer(t) = T[1 —ex ()] + B[1 — ex(?)]
dV%P =Ae(t) -l —e@]+ 51 -a@].  3)

La evolucién de cada uno de los LCOs con condiciones
iniciales Vo1 y Voo estd representada en la Fig. 1(a). Los
instantes de “iluminacién” y “apagado” estan denotados
por tr y tg respectivamente. Considerando (3) para la

e 5 t=[0, 500] ms
6.0':‘ - 6
: - (b)
= Voo °
% 4
O 50l- =
8 5.0 ~,
0 2z 4 6
o =
o O
&S] 9 t=[9.9,10.0] s
0 407 13 6
£ o ©
S g 5
Voi G
>
3.0} A A A
o Tty elee Tl s ’ p
.50 100 V., [V
Tiempo [ms] 1 V]

Figura 1. (a) Evolucién de las senales de dos LCOs idénticos
acoplados. Trayectorias en el espacio de fase para los tiempos
(b) [0,500] ms. (c) [9.9,10.0] s.

situaciéon mostrada en la Fig. 1, es decir, con Vs > Vo,
podemos analizar cada regién y resolver las ecuaciones
para cada LCO con el fin de hallar los respectivos ins-
tantes de “iluminacién” y “apagado”:

e Para la primera carga del LCO,, tenemos
dV,/dt = A. Dado que la integracion se realiza entre
la condicién inicial Vo y el umbral superior 2Vj, /3
correspondientes a t = 0 y t = tp» respectivamente,
la solucién nos conduce a:

1 /2V
tF2zx<TM—V02>-

e La ec. que describe la primera descarga del LCO,
es dV>/dt = —T' que integrando entre 2Vis/3 y el
umbral inferior V), /3, limites que corresponden a
los tiempos tps y tps, nos permite hallar:

M
tp2 = 3T +tr2
e La ecs. de carga para el LCO; son: dVi/dt=A

para la regién comprendida entre ¢t = 0 y tpo,
dVi/dt = A+ 8 en la regién donde el LCO, actia
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sobre el LCOy, es decir, entre tpy y tgs y luego
nuevamente dV; /dt = A para la regién comprendi-
da entre tgo y tp1, momento en el que el LCO;
alcanza 2Vjr/3. Resolviendo en conjunto estas ecs.
se encuentra que:

1 [2Vy

tp1 = Al - Vor — B(te2 —tr2)

e Procediendo de la misma manera en la que se
analizé la descarga en el LCO-, hallamos:

tpr = ‘;_1\1:1 +tp1.

e El segundo proceso de carga del LCO, estd des-
crito por tres ecs. correspondientes a cada una
de las regiones mostradas en la Fig. 1, a saber:
dV,/dt = A para la regién comprendida entre tgo
y tr1, dVo/dt = A + B en la regién donde el LCO;
actua sobre el LCOs, es decir, entre t 1 y t g1 y luego
nuevamente dVa/dt = A para la regién comprendi-
da entre tg1 y th;, momento en el cual el LCO,
alcanza el umbral superior. La integracion de estas
ecs. nos permite hallar:

1 [V
tpy = — | = + Atpa — B(tp — t
=5 + Atpz — B(te1 — tr1)
e Analizando la segunda descarga del LCO; se en-
cuentra: v
M
tlE‘Q = 3F +tlF‘2'

e De manera similar a como se procedi6 en los puntos
precedentes, se encuentra que el LCO; alcanza por
segunda vez el umbral superior en:

1 [V
tpr = INER + Atpr — B(tps — ts)
Con las expresiones anteriores, podemos calcular la dife-
rencia de fases entre los LCOs que son proporcionales
a las diferencias de tiempo en el que los mismos al-
canzan el umbral superior, es decir, At;o = tp; —tps y

Aty = they — t'my. Estas diferencias de tiempo dan:
30 (Voz — Voi) = BV
— A —
Atyy = At = SAT : (4)

Este resultado nos indica que la diferencia de fases entre
los LCOs no cambia en el tiempo, situacién que puede ser
observada claramente si representamos las trayectorias
en el espacio de fases para diferentes tiempos (Fig. 1(b)-
(c)) que muestran un cardcter estacionario. Lo anterior
significa que si los LCOs empiezan en condiciones ini-
ciales tales que no se encienden al mismo tiempo, este
modelo indica que los LCOs no llegaran nunca a emitir
luz al mismo tiempo, lo cual estd en contradiccién con
los resultados experimentales obtenidos con los LCOs
[11] o con otro tipo de osciladores de relajacién. Evi-
dentemente, la tUnica forma de que los LCOs emitan luz
casi simultaneamente es que las impulsiones cortas estén
enganchadas desde el principio, situacién que es trivial.

3.2. Modelo No Lineal

Este tipo de modelos empezaron a utilizarse ya desde
1928 por van der Pol [14] con el objeto de hacer analogias
entre osciladores eléctricos y células cardiacas. En 1975,
este tipo de modelo adquiere bastante popularidad con
el trabajo de Peskin [15] y en 1990, una refinacién del
modelo de Peskin realizada por Mirollo y Strogatz [12]
hace que los modelos de “integracion y disparo” se con-
viertan en un paradigma en el estudio de osciladores de
relajacién. En nuestro caso, el modelo no lineal que pro-
ponemos y que estéd en estrecha relacién con los aspectos
experimentales de los LCOs estd dado por (2) que para
el caso de dos LCOs idénticos toma la forma:

N = AV = Vi)er(t) — YAl — e (8)] + B[1 — e2(t)]
G2 = AVir = V2)ea(t) =772l — ea(B)] + B[L — e (1)),
()
donde esta claro que V; y V5 son dependientes del tiem-
po. Para el andlisis de este modelo, vamos a hacer ciertas
simplificaciones con el fin de poder resolver el sistema.
La primera de ellas es considerar que la descarga de los
LCOs permanece constante, es decir, igual a ty =1n2/y
y la segunda es que para el proceso de carga y cuando uno
de los LCOs es afectado por la luz del otro, asumiremos
que el acoplamiento es suficientemente mayor en valor
absoluto que la constante de tiempo asociada a la carga
de una forma tal que sea posible hacer simplificaciones.
Asi, si consideramos una situacién andloga a la Fig. 1,
pero con el modelo no lineal (Fig. 2(a)), tendremos que,
por ejemplo, la solucién de la carga del LCO; cuando el
mismo estd influenciado por el LCO5 seré:

Vi(t) = Vi(tpa)e izl (VM + §> (1 — e”‘(t*t”)) ,
(6)

donde tgo es el instante en el que el LCOy comien-
za a actuar sobre el LCO; y Vi(tr2) es el voltaje del
LCO; al tiempo tgs. Si aplicamos ahora la simplifi-
cacién antes mencionada: |3| > |\| y el hecho de que
el tiempo en el cual toma lugar la accién de un LCO
sobre el otro es muy pequeno, que nos permite hacer
la aproximacién: e Mt=tr2) 1 — \(t — tps). Estas dos
simplificaciones finalmente nos conducen a que (6) tome
la forma: Vi(t) = Vi(tr2) + B(t — tr2) que no estd muy
alejada de los resultados que se obtienen mediante in-
tegracién numérica. En lo que sigue, utilizaremos este
resultado para el andlisis de dos LCOs idénticos. En la
Fig. 2(a) se muestra la evolucién de las sefiales de los
LCOs utilizando el modelo no lineal y con la particulari-
dad de que los pulsos luminosos estan casi superpuestos.
Resolviendo analiticamente las ecs. correspondientes,
podemos escribir las expresiones para las diferencias de
tiempo entre los primeros disparos de los LCOs:

Var Vo2 — Viu
Atis = tp —tpo= — o2
12 F1 F2 36 VM_VOZ’
Vi Vo2 — Vou
Ath, = thy —th, = — )
12 FL - "F2™ 38 9V — 3V + Viu
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Voltaje de los LCOs [V]

28 29 3 58559595 6 9.1 9.15 9.2

Figura 2. (a) Evolucién de las sefiales de dos LCOs idénticos
acoplados cuyos pulsos luminosos se encuentran casi super-
puestos. (b)—(d) Vista amplificada de las senales para los tres
“disparos”.

Si continuamos el célculo, llegamos a la expresién para
la (n 4 1)ava diferencia de tiempos de disparo:
Atgg) = ‘3{_% [2"—1VM7(2"‘1012);/;/201+(2"—171)V01] <ty

(7)

Como habiamos senalado anteriormente, la diferencia de

tiempo entre los “disparos” y la diferencia de fase de los

LCOs estan directamente relacionadas, siendo su expre-

sion:

27
Agia = ?(tFl —tr2)

Si aplicamos el limite cuando n tiende a infinito en la di-
ferencia de fases correspondiente a (7), observamos que:

L)
n11_>H010 —WA¢12 = 0, (8)
lo que indica que la tendencia es hacia la sincronizacién
con diferencia de fase nula.

Ahora, si consideramos la situacién mostrada en la
Fig. 4(a), podemos resolver las ecs. correspondientes a
cada uno de los LCOs y con ellas determinar los tiempos
de inicio y fin de los disparos, lo que nos llevara a poder
calcular las diferencias de fase entre los LCOs. De inicio
no sabemos la tendencia de las diferencias de fase en este
caso, es decir, A¢pis = Ag¢},. Procediendo al célculo,
tenemos que las soluciones para el primer proceso de
carga y descarga del LCO- son:

2
Vo =Voe M+ Vy(l—e ) vy Vo= gVMew(tftm_
(9)

Mientras que para la primera carga del LCO1, la solucién

€es:
Vi= [VM(l — e”‘t”) + Vv()leiMkF2

+B(tps — trs)] e Mi—tE2)
+Vr (1 — e ME=te2)),

(10)

Con estas expresiones, hallamos que los tiempos de inicio
y fin de los disparos para cada uno de los LCOs estan
dados por:

tpr =—31In [73(‘/;1‘1’%2)] , tma= IHTZ +ir2,

1 —
tFl = X ln |:(VMV01)eAtF25(tE2tF2)j| + tE27
tp1 = lnTQ +tp1.

(11)
Continuando con el proceso, se encuentran las expre-
siones generales:

£ = I 2e—*<t%”—t%”>_3_m}+t(£1”,
L VM

n 1112 n

thy = -+,

O P

n 1112 ) n

tSE‘I) = 7+t%1) (12)

Utilizando (12), se pueden calcular las diferencias de fase
y dado que A2 % Ad},, se obtiene la desigualdad:

(Vo2 =y ") (Vo2 —y7) % 0, (13)
donde
3z 2V \ 2
L M
= —_— — 1+4/14+2( ——
Y Vi + W (Var — Vo) + < . >

(14)
Los anteriores resultados se hallaron considerando que
Vos > Vh1. Si repetimos el mismo procedimiento pero
con Vo1 > Vo, llegamos a:

(Vor — ) (Vo2 —27) Z 0, (15)
siendo
3z 2Var \
F =V - —— - 1+ /1+2( ==
z \%; 2VM(VM Vo1) + 3
(16)

El caso més simple para la solucién de (13) y (15) es con-
siderar sélo el signo igual de estas desigualdades, es decir,
(Voo — y ) (Voo —y~) = 0, situacién que implica que la
diferencia de fases permanece constante. Las soluciones
estdn representadas en la Fig. 3(a) donde podemos ver
claramente que las iinicas soluciones admisibles son y~ y
2zt y que ademés las mismas deben estar comprendidas
sélo en el intervalo [3.0,6.0] V puesto que Var = 9.0 V.
Trabajando con las soluciones admisibles, podemos es-
cribir una solucién general, en la cual elegimos un “LCO
de referencia” cuya condicidn inicial serd dada por Virer
y por tanto la condicién inicial de anti-sincronizacién Vj
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estard en funcién de Vprer:

(VM - ‘/Oref) 1+

si Vo < Voref,

_ 3z
Vir 2Vas

Vi + 4?{fM (Var — Voret)

si Vo > Voret-

‘ (17)

Para aclarar ain mas el significado de (17), debemos

18 — T
. (@ (b)
) y
= 7,
< N -
S z
Q - 4
g 12 .
i 0
S
G 10t 1
o
5 6
€ 8r 1 ©)
3 z*
s 6f 1 -
o
= X
c 4t N (X} —
Q N -«
% \y‘\‘ 4 |X=B tYI
5 2 - Lo
O | 35 YA
0 1 1 1 1 1 3 I
3 354 55 56 3 4 5 6
Condicion inicial del LCO de referencia (VOref) \Y|
Figura 3. (a) Soluciones considerando el caso de anti-

sincronizacién. Criterio de sincronizacién para diferentes va-
lores de acoplamiento (b) 3 =166 y (c) 8 = 1270.9.

senalar que debido al hecho de considerar que la dife-
rencia de fase es estacionaria, A¢1a = Ad,, (13) y (15)
nos conducen a ecuaciones cuadraticas cuyas soluciones
estan dadas por (14) y (16) respectivamente y por lo tan-
to, en (17), la solucién admisible 2 estd relacionada con
V0+ cuando Vy < Virer mientras que la solucién ¢y~ estd
relacionada con V;~ cuando V > Vyrer; estas soluciones
estan representadas en la Fig. 3(b)—(c), en donde ademads
se muestran las dreas (en gris) para diferentes valores
de acoplamiento. Estas areas indican que si las condi-
ciones iniciales estdn dentro de las mismas, el sistema
sincronizard siempre en fase y la anti-sincronizacién no
serd posible; las cuales a su vez estdn determinadas por
la interseccién de las rectas que parten de los extremos
de cada solucion, por lo que su expresién puede ser cal-
culada reemplazando V;” = 2V /3 y Vot = Vi /3 en

(17), permitiéndonos encontrar las abscisas:

_ 4y2
VOref = VM + = 2 )
9z <1— \/ 142 (2 )
4y2
Ve = Var— M (18)

9z <1+\/1+2(%)2>-

Por lo que, el lado del cuadrado que representa esta area
es
2 = Vorer = Vort = Bty (19)

que se muestra en la Fig. 3(b)—(c). Es evidente que si
B — 0, el area tenderd a cero también hasta colapsar en
un punto significando que si queremos que los dos LCOs
idénticos sincronicen en fase, las condiciones iniciales de
los mismos deberdn ser idénticas. En la Fig. 4(a) se

6 -("f“)‘:tFZ 1 ,.th tey >‘.~_tF2 LS
5 _Vozz :
2.
%)
3 4
S
8 tF? s tF1 .tlzv t|:1 t|:'7 s t|:1
P 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
S Tiempo [s]
)
T 6 (b 61(c)
Ie)
S 5 5
4 4
3 3f
9.9 9.95 10 9.9 9.95 10
t=0.05s t=55s t=0.05s t=55s
6 6 6 6
(d) (e) ®) (9)
> 5 5 5 5
S 4 4 4 4
3 3 3 3
3 4 5 6 4 6 4 6 4 6

Voltaje del LCO2 (V2) V]

Figura 4. (a) Evolucién de las senales de dos LCOs utilizando
el modelo no lineal. Posibles comportamientos ulteriores en
funcién de las condiciones iniciales del LCO2, sabiendo que
Vor =4.0 Vy 8 =166. (b) Voo = 5.5178 V (sincronizacién
en fase) y (c) Vo2 = 5.5181 V (anti-sincronizacién). Trayec-
torias en el espacio de fases a diferentes tiempos, (d)—(e) caso
sincrono y (f)—(g) caso anti-sincrono.

muestra la evolucion de las sefiales de dos LCOs idénticos
acoplados, utilizando el modelo no lineal. Dependiendo
de las condiciones iniciales, el sistema puede tender a la
sincronizacién en fase (Fig. 4(b)) o permanecer en un es-
tado estacionario de anti-sincronizacién (Fig. 4(c)). Las
trayectorias en el espacio de fases muestran con clari-
dad que en el caso sincrono, el sistema alcanza un ciclo
limite (Fig. 4(e)) que denota la sincronizacién en fase;
mientras que en el caso anti-sincrono, la trayectoria no
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se modifica en el tiempo (Fig. 4(g)). También pode-
mos mencionar que el estado anti-sincrono es inestable
puesto que cualquier pequena perturbacién hara que el

sistema tienda a la sincronizacién en fase. Si resolve-
6 , . . . .
L VA0V Y
sl — V475V : |
- V=50V :
0_ =
s ! — V6.0V 3 ]
i =
SUAN 5
. re %
o 2r N RS ]
9, ”\..’ o 5 ‘a .
c S ) . = ;‘u
© 1'1...'. -~ PN 2 ]
% . e, puet .‘-‘ ~
N . oy . A% :
[
o 3 3.5 4 4.5 5 55 6
e 6
8 — B=166.0 (b)
T 5r... B= E
o 3=500.0
£ ,|L— - B=12709 |
@
'_
3 L 4
R |-I-""'.I.— - AN
0————.HL.|.|.|.H ul_..'-l.\_"'.&———.—-'— s,

3 35 4 4.5 5 55 6

Condicioén inicial del LCO de referencia (VOref) [V]

Figura 5. Tiempos de sincronizacién para dos LCOs
idénticos. (a) Diferentes condiciones iniciales Vp y 8 = 166.
(b) Diferentes valores de acoplamiento 8y Vo =4.0 V.

mos numéricamente el sistema, encontramos por ejem-
plo que el tiempo de sincronizacién en fase entre dos
LCOs idénticos varia con las condiciones iniciales y que
si tomamos las mismas de la regién de sincronizacién
definida en la Fig. 3(b), por ejemplo, Vy = 4.75, vemos
que el sistema siempre sincronizard en fase (linea conti-
nua delgada en la Fig. 5(a)), en tanto que si V no esta
comprendida dentro del drea de sincronizacién, existira
un valor para el cual se tiene anti-sincronizacién que en
la Fig. 5 se manifiesta como un tiempo de sincronizacién
que tiende al infinito y que nosotros lo proyectamos ha-
cia el eje de abscisas. La comparacion de los resultados
analiticos (Fig. 3) con los resultados numéricos (Fig. 5),
muestra un buen acuerdo entre los mismos. Finalmente,
vemos que el tiempo de sincronizacién t, estd relacionado
con el acoplamiento 3 de la forma t, oc 571.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El presente trabajo nos permitié justificar la uti-
lizacién de un modelo no lineal puesto que el mismo
conduce a resultados que tienen coherencia con las ob-
servaciones experimentales [16]. Es interesante ver que

a pesar de considerar el sistema mds simple posible (dos
LCOs idénticos), se observa que las condiciones iniciales
son determinantes para que el sistema permanezca en
un estado anti-sincrono inestable o tienda hacia la sin-
cronizacién en fase. A su vez, estas condiciones iniciales
juegan un rol importante en el tiempo de sincronizacién,
el cual tiende a infinito cuando las condiciones iniciales
toman los valores que hacen que el sistema permanezca
en el estado anti-sincrono. La coincidencia entre los valo-
res numéricos y la prediccion de los resultados analiticos
nos indica que a pesar de las simplificaciones introduci-
das en el andlisis, estas no influyen mayormente en el
estado final del sistema. Actualmente estamos desarro-
llando el andlisis de poblaciones de LCOs (ver [17]) cuyos
comportamientos presentan gran interés en diversos do-
minios y observamos nuevamente que dependiendo de las
condiciones iniciales, el sistema puede tender a uno o a
otro estado entre los que se pueden indicar sincronizacién
total o formacién de cimulos de sincronizacion.
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RESUMEN

Preparando muestras en la regién metaestable del modelo de Ising tri-dimensional,
estudiamos los caminos que la magnetizacién y la energia siguen para alcanzar el equi-
librio, acumulandolos en distribuciones dependientes del tiempo, a partir de las cuales
construimos la energia libre y estudiamos la altura de la barrera de energia libre en
funcién de la temperatura, campo magnético y tamafio del sistema. Los resultados
muestran que para este modelo, con interacciones entre primeros vecinos, la altura de
la barrera de energia libre no va a cero como es predicho por las teorias de campo
medio, sugiriendo la no existencia de una spinodal, separando las regiones metaestable

e inestable, en la regién de las dos fases.

1. INTRODUCCION

Los estados metaestables son bastante comunes en
la naturaleza, muchos de los estados aparentemente es-
tables, en realidad corresponden a estados metaestables
con vida muy larga. Muchas fases cristalograficas aso-
ciadas con transiciones de fase estructurales, como por
ejemplo, el diamante, son estados metaestables con tiem-
pos astronémicos de vida. Experimentalmente, estos es-
tados son estudiados cerca de las transiciones de primer
orden, en diferentes contextos, como por ejemplo: partes
de ciclos de histéresis asociados con retornos en la mag-
netizacién de un ferro-magneto o con separaciones de fa-
ses en aleaciones metdlicas; vapores muy frios y liquidos
muy calientes; comportamientos “on-off” en peliculas
ferro-eléctricas o sistemas moleculares bi-estables [1].

La existencia de estados metaestables, asi como las
propiedades de estos, aun continua siendo un desafio pa-
ra la fisica tedrica. Se demostré que sistemas infinitos de
una fase, con interacciones de corto alcance, no pueden
soportar estados metaestables de vida ”infinita”. Si las
interacciones son de corto alcance, basta una simple fluc-
tuacién finita de energia (algunas veces muy grande) pa-
ra escapar de la fase metaestable [1]. Las barreras de
nucleacién son finitas, aun en el limite termodinamico
[2,3]. De cualquier forma, si el tiempo de vida del estado
metaestable es muy largo, en un sistema de interacciones
de corto alcance, y mientras que el sistema permanece
en la metaestabilidad verdadera, es posible medir canti-
dades termodindmicas, como los calores especificos y sus-
ceptibilidades. Este tipo de propiedades del equilibrio,
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conducen al desafio de describir los estados metaestables
desde un punto de vista estadistico [1].

El célculo de la energia libre en el caso de estas transi-
ciones de primer orden es de mucha importancia, por ser
el punto de partida de muchas teorias que tratan con la
metaestabilidad y la descomposicién spinodal. La altura
de la barrera de energia libre es necesaria para el calculo
del costo que representa crear una gota critica formada
por fluctuaciones estadisticas, que comienza la transfor-
macién del estado metaestable hasta llevarlo al equilibrio
[4,5,6,7,8]. Entonces, el calculo de la energia libre es de
importancia central en el desarrollo del entendimiento de
la metaestabilidad, la spinodal y el fenémeno que sucede
en una transicién de primer orden.

Con las teorias de campo medio [8,9,10,11,12] (inter-
acciones de alcance infinito) para transiciones de primer
orden, se puede calcular la energia libre no solamente en
el equilibrio estable, sino también para el caso fuera del
equilibrio y a partir de estos calculos es que se puede
hacer una diferenciacién entre estados metaestables e
inestables. Los estados metaestables e inestables, en
este contexto, se encuentran separados por una spin-
odal, la fase homogénea (ordenada o desordenada) es ter-
modindmicamente inestable. Entre la spinodal y la curva
de coexistencia son necesarios eventos de nucleacién de
la fase opuesta (activacién térmica, gotas) para inducir
la transicién de fase. El esquema del espacio de fases
puede ser visto en la Figura 1.

Mientras que para las teorias de campo medio, la
diferenciacién entre estados estables y metaestables
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Te Una Fase
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Figura 1. Diagrama de fases esquemdtico (T-m), mostran-
do las curvas de coexisténcia, las curvas spinodales, regiones
estables, metaestables e inestable.

es simplemente artificial, creada por la construccién
de Maxwell para obtener la curva de coexistencia, la
situacién es mucho mas compleja para sistemas con inter-
acciones de corto alcance. La mecéanica estadistica tiene
un formalismo canénico muy bien definido para el estu-
dio de las propiedades de sistemas en equilibrio y tam-
bién para algunos casos de sistemas cerca del equilibrio.
Pero para el caso de la metaestabilidad y procesos de nu-
cleacidn, solamente existe una coleccién de métodos (la
mayoria aproximados) para el tratamiento de casos muy
particulares. No queda muy clara la forma de definir
un ensamble de estados que produzcan el probable es-
tado metaestable de vida corta, antes de conducir au-
tomdticamente al sistema (en el limite termodindmico)
al correcto estado estable de equilibrio. Parte de esta di-
ficultad podria quizas ser la idea de equilibrio estadistico,
perseguido en el tratamiento de estos problemas.

Existen muchos intentos para obtener la energia li-
bre, cubriendo las regiones de equilibrio y no-equilibrio.
Una de estas, fue la idea de Kaski [13], mediante un pro-
cedimiento de ”grano-largo”. Una linea de pensamiento
similar, usando conceptos estadisticos, es la continuacién
analitica de la energia libre de equilibrio en la regién
de las dos fases [14]. Binder [15] sugirié otra aproxi-
macién, él considerd una dnica gota en un volumen finito,
y analizé la transicién de primer orden correspondiente.
Aunque las consideraciones del modelo geométrico pa-
ra las fluctuaciones permitieron comparar los resultados
con las teorfas clasicas de nucleacién [4,5], este mode-
lo no permite calcular la energia libre, ni hacer ningin
comentario acerca de la existencia de una spinodal. Kole-
sik [16] y colaboradores, usaron las llamadas dindmicas
proyectivas [17], para el estudio del tiempo de vida de
los estados metaestables.

Para el célculo de la energia es suficiente hacer una
media sobre una pequena pero representativa muestra
de estados, pero en el caso de la energia libre es nece-

sario considerar todos los posibles estados accesibles del
sistema. En este trabajo, asi como en uno anterior
[18], usamos los caminos de relajacién para obtener fun-
cionales de trayectoria que el sistema sigue atravez del
espacio de fases [19,20]. Para esto, consideramos los es-
tados accesibles del sistema, huyendo de la metaestabi-
lidad. Con estas funciones de caminos, reconstruimos la
energia libre usando el hecho que una media en las fun-
ciones de trayectoria es implicitamente una media sobre
el ensamble definido de caminos. Comenzamos con una
descripcién de como conseguimos los caminos a través
de simulaciones de Monte Carlo del modelo de Ising tri-
dimensional. Este modelo es usado debido a la existencia
de muchos datos que facilitan comparaciones. También
mostramos las transiciones de probabilidad usadas y la
influencia de ellas en la dindmica del sistema. Construi-
mos la energia libre comparando la altura de la barrera
con los resultados de campo medio. Finalmente, discu-
timos nuestros resultados y sus implicaciones.

2. LA ENERGI{A LIBRE CALCULADA POR
CAMINOS

En este trabajo usamos el modelo de Ising, cuya
Hamiltoniana para una red cubica de lado L y con
N = L3 spins, esta definida por:

H(s)=—-J Z 8i8j — ,uHZsi, (1)

<ij> i

donde J > 0 (FJTC = 0.221673) es la constante de
acoplamiento entre primeros vecinos y 7. la temperatu-
ra critica. Usaremos aqui la variable adimensional h =
2k‘;—HT del campo magnético. s = (1,82, ..., i, ., SN)
denota la configuracién de los spins de la red s; = 1.
Debido a su caracteristica clasica (no cudntica), el
modelo de Ising presentado, no tiene una dindmica in-
trinseca. Es necesario construir una dindmica de Monte
Carlo para el sistema. La dinamica del sistema en
una simulaciéon de Monte Carlo es especificada por las
probabilidades de transicién de una cadena de Markov
que establece un camino a través del espacio de fases
disponible. Usamos las probabilidades de transicién de
Metrépolis 2 y de Glauber 3 [21,22,23], dadas por:

Wailsi, Ei] = %mm {1,exp(—28s;E;)} = Wa(sils),
X (2)
(1 —tanh(BsiE;)) = Wa(sils),  (3)

T

Walsi, Ei

donde 8 = 1/kgT, T es una constante estableciendo la
escala de tiempo. s; y F; denotan el spin y la energia
local antes de la inversién del spin. Para el estudio de las
propiedades en el equilibrio, es suficiente que la dindmica
satisfaga el balance detallado, asi la distribucién correcta
de equilibrio es generada [24].

Comenzando con una configuracién inicial so (igual
para todas las muestras), tenemos una secuencia:
S0, 8%, ...,s%_, de muestras de configuraciones de spin,
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que estan dindmicamente correlacionadas, donde k de-
nota la muestra.

El tiempo ¢ en este contexto es medido en pasos de
Monte Carlo por spin. Un paso de Monte Carlo (MCS)
por sitio de red, esto significa que una actualizacién de la
red entera, es considerada como una unidad de tiempo.
En este modelo, la energia y la magnetizacién no son
constantes, entonces medimos estos datos en funcion de
la temperatura, campo magnético aplicado y el tamano
de red.

Desde el punto de vista de las probabilidades de tran-
sicion la interpretacién dindmica del algoritmo de simu-
lacién de Monte Carlo estd basado en la ecuacién Maes-
tra:

al N
% = ZW(S|81)P(8“t) — P(s,t) ZW(31|5);

(4)
donde la condicién final de equilibrio estd garantizada
por la elecciéon de las probabilidades de transiciéon co-
rrectas.

Comenzamos las simulaciones con todos los spins
iguales a —1 como configuracién inicial. A partir de este
estado, llevamos el sistema dentro la regién de las dos
fases, mediante un campo magnético h opuesto a la mag-
netizacion inicial, obteniendo una magnetizacidon m,etq
dentro del intervalo —mcoer (1) < Mumeta < Meoee (T). Si
h es suficientemente pequeno, el sistema queda en un es-
tado metaestable. En la figura 2 mostramos un ejemplo
de un camino para la magnetizacion, desde la metaesta-
bilidad hasta alcanzar finalmente el estado de equilibrio,
en funcién del tiempo.

1
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©
= -05
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0 200 400 600 800 1000
Tiempo en pasos de Monte Carlo (MCS)
Figura 2. Ejemplo de un camino de relajaciéon de la

magnetizacién, usando las probabilidades de transicién de
Metrépolis, T'/T. = 0.59, h = 0.51 y L = 32.

Siguiendo los valores de la magnetizacion en el tiem-
po t tenemos:

) =+ Y s o)

para cada muestra. Después de los primeros pasos la
magnetizacién fluctia alrededor de un valor metaestable,
después cambia bruscamente de signo para quedar fi-
nalmente en el estado de equilibrio. El mismo compor-
tamiento es observado para la energia por spin dada por:

elt) = yH((1). (6)

Repitiendo este mismo procedimiento para diferentes
muestras, lo que en este caso significa diferentes semillas
de los numeros aleatorios, obtenemos la mayor canti-
dad posible de caminos que la magnetizacién y la en-
ergia recorren, hasta alcanzar el equilibrio pasando por
la metaestabilidad. Entonces, usando esta informacion,
encontramos las distribuciones de probabilidad depen-
dientes del tiempo: P(m,e, N)(t) para la magnetizacién
y energia. Después de los primeros pasos, se observan
picos pronunciados en estas distribuciones, para algunos
valores de la magnetizacién y la energia, indicando que
el sistema pasa un tiempo considerable en la metaesta-
bilidad. A medida en que el tiempo avanza, aparecen
otros picos pronunciados correspondientes al valor final
de equilibrio del sistema. FKEstos dltimos picos crecen
indefinidamente a medida que incluimos mas muestras,
porque el sistema siempre termina en el mismo estado de
equilibrio. Un ejemplo de esto es mostrado en la figura
3.

P{m,N)(t)

06
0.5
0.4
03
02
0.1

BO
9({ 0073

Figura 3. Ejemplo de distribucién P(m,N)(t) sin conside-
rar la energia. Usamos las probabilidades de transicién de
Metrépolis, T/T. = 0.59, h = 0.59 y L = 32.

La parte central (inestable) de las distribuciones es
ancha, para valores de L y h pequenos, pero a medida
que el tamano del sistema o el valor del campo aumentan,
estas distribuciones presentan picos mas definidos para
algunos valores de tiempo. Esto confirma las observa-
ciones hechas por Acharyya y Stauffer [25]: el compor-
tamiento del sistema para valores crecientes de campo
cambia de estocdstico a deterministico, considerando el
intervalo de tiempo en el cual sucede la transicion de
la metaestabilidad hasta el equilibrio. Observamos este



LA ENERGIA LIBRE EN LA REGION METAESTABLE 11

mismo efecto para tamanos crecientes del sistema. Co-
mo ejemplo mostramos en la figura 4 las distribuciones
de P(m,N)(t) en funcién del tiempo (sin considerar la
energia), para la parte inestable, con L = 32,256.

Pim N)t)
0.006
0.004 N
0.002

Pl Ni(1)
0.4 ¢

=iy

Figura 4. Parte instable de las distribuciones P(m,N)(t) (sin
considerar la energfa). Usamos las probabilidades de tran-
sicién de Metrépolis, T/T. = 0.59 y h = 0.59. Izquierda
L = 32 y derecha L = 256.

En el equilibrio se puede observar la energia libre F',
mediante el cdlculo de la funcién de particién, dada por:

Z =7 exp(~H(s)/kpT), (7)
y obtenemos F' por:

F = —kgTIn(Z), (8)

donde la suma es realizada sobre todas las posibles 2V
configuraciones de spin.

Como en este caso estamos interesados en la parte
que queda fuera del equilibrio, no podemos considerar el
factor de Boltzmann, que caracteriza las distribuciones
en el equilibrio. En forma similar a la realizada por Shte-
to y colaboradores [1], obtenemos la funcién de particién
para cada valor de la magnetizaciéon, sumando las dis-
tribuciones obtenidas, sobre todos los valores de energia
en el tiempo:

tmae

Zn(m) =Y P(m,e,N)(t), 9)

e, t=0

y entonces tenemos la energia libre en funcién de la mag-
netizacion dada por:

Frn(m) = —kgTln(Zx(m)), (10)

la cual expresada en términos de la constante de
acoplamiento entre primeros vecinos:

Fn(m) = —kBTTln(ZN(m)). (11)

El tiempo limite en nuestras simulaciones es tp,qz.
Cuando este tiempo es muy grande, los valores de la
magnetizacion correspondientes al equilibrio, son sobre
representados y en el limite de ¢,,,, — 00, tenemos en
esta regiéon un pozo infinitamente profundo. Como con-
secuencia de esto, los valores de la energia libre para los
otros valores de la magnetizacién son despreciados en

las observaciones. Debido a esto, t,., debe ser escogi-
do cuidadosamente. En el caso de considerar solamente
aquellos tiempos en que el sistema se encuentra en la
metaestabilidad, la energia libre simplemente muestra el
pozo metaestable, como puede ser visto en la figura 5,
para algunos valores de h.

25
=)
o 15
Q
i
@
=
o 5
c
L
-5
-094 -093 -092 -091 -09 -0.89
Magnetizacion
Figura 5. Energfa libre en funcién de la magnetizacién,

en la regién metaestable. Probabilidades de transicién de
Metrépolis, T/T. = 0.59 y L = 32. Asteriscos h = 0.56,
circulos llenos h = 0.59 y cuadrados llenos h = 0.62.

Para poder calcular la altura de la barrera de energia
libre, necesitamos extender el calculo de ésta para todos
los posibles valores de la magnetizaciéon. Se debe consi-
derar el valor de t,,,, suficientemente grande para cubrir
todos los posibles tiempos en que la transicién de la me-
taestabilidad hasta el equilibrio sucede y suficientemente
pequeno para no quedarnos solamente con la situacién de
equilibrio dominando el ”escenario”. Tomando en cuenta
esta consideracién, tenemos un ejemplo de la energia li-
bre en la figura 6 para un valor de temperatura y de cam-
po magnético. A partir de esto podemos definir la altura
de la barrera como la diferencia entre el valor minimo de
energia en la regién metaestable y el valor maximo en la
parte inestable:

AFN(m) = FN(mmM) - FN(mmin)v (12)

donde Mz ¥ Mmin son los valores de la magnetizacién
para la energia maxima y minima, respectivamente.

3. RESULTADOS

Estudiamos la energia libre para diferentes valores
de temperatura y campo magnético. Un ejemplo de
la regién metaestable para diferentes valores de campo
magnético a una temperatura fija es mostrado en la figu-
ra 7. En esta, se puede ver que a medida que el valor
del campo aumenta, el pozo queda mas ancho debido
a la mayor fluctuacién entre los caminos que el sistema
sigue en estos casos. Esto también afecta la altura de
la barrera de energia libre, que queda mas pequena pa-
ra valores mas altos de h. También se puede ver que el
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Figura 6. Energfa libre como funcién de la magnetizacién.
Probabilidades de transicién de Metrépolis, T/T. = 0.59,
L =32y h=0.59.

valor del minimo queda desplazado dentro de la regién
inestable.

Energia
Libre

- : Campo
084 595 5%

Magnetizacion

Figura 7. Energfa libre como funcién de la magnetizacién y
del campo magnético, na regién metaestable. Probabilidades
de transicién de Metrépolis, T/T. = 0.59 y L = 32.

En la figura 8 mostramos la altura de la barrera de
energia libre como funcién del campo magnético, para
diferentes valores de temperatura. Se puede ver que este
valor no va a cero, como es predicho por las teorias de
campo medio. En la figura 8 también son mostrados los
ajustes para cada temperatura. El comportamiento de la
altura de la barrera como funcién del campo magnético
obedece una ley de potencia, lo que indica que la altura
de la barrera permanece no nula, para valores muy altos
de h, al contrario de las predicciones de campo medio.

También estudiamos la dependencia de la energia li-
bre con respecto a las transiciones de probabilidad usa-
das. En la figura 9 mostramos ejemplos de la parte
metaestable de la energia libre, para una temperatura
fija y diferentes valores de campo magnético. Se puede
ver que la energia libre esta trasladada como un todo,

20

15

10

Altura de la Barrera

0

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Campo Magnético

Figura 8. Altura de la barrera de energfa libre como funcién
del campo magnético aplicado. Probabilidades de transicién
de Metrépolis y L = 32. Tridngulos T/T. = 0.55, cuadrados
T/T. = 0.59 y circulos T/T, = 0.63. Las lineas continuas
muestran los ajustes tipo ley de poténcia para cada tempe-
ratura.

manteniendo la altura de la barrera sin mucha variacién,
como era de esperarse. Para confirmar esto, en la figura
10 mostramos una comparacion de las dos probabilidades
de transiciéon. Presentamos la dependencia de la altura
de la barrera con el campo magnético para un valor fijo
de temperatura, usando las dos probabilidades de tran-
sicion. Aunque la altura de la barrera no varie para las
dos probabilidades de transicién, se puede ver en al figu-
ra 9 que, al usar valores altos de h, el valor del minimo
no es el mismo para las dos probabilidades de transicién.
Segtn las teorias de campo medio, algunos valores altos
de h no estarian mas dentro de la regién metaestable y
si en la inestable. Los resultados mostrados indican una
mudanza entre estas dos regiones sin el paso por una
spinodal y los minimos para los valores altos de h no
corresponderian mas a minimos metaestables, lo que los
tornaria dependientes de las probabilidades de transicién
usadas.

Finalmente, estudiamos la dependencia de la altura
de la barrera con el tamarfio del sistema. En la figura
11 mostramos la altura de la barrera como funcién del
inverso de N, para algunos valores de la temperatura y
de campo magnético. Se observa que para tamanos muy
grandes del sistema, el valor de la altura de la barrera
queda casi constante (con algunas variaciones produci-
das, por errores estadisticos). Esto indicarfa que en el
limite termodindmico podemos esperar que el sistema
también pase por un estado metaestable antes de alcan-
zar el equilibrio.

4. COMPARACION CON LAS TEORIAS DE
CAMPO MEDIO

Para derivar la energia libre en las teorias de campo
medio para el modelo de Ising, consideramos el limite
donde todos los spins interactuan con todos los otros de
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Figura 9. Energfa libre como funcién de la magnetizacién en
la regién metaestable. T/T. = 0.59 y L = 32. Probabilidades
de transicién de Metrépolis lineas punteadas y probabilidades
de transicién de Glauber lineas continuas. Izquierda h =
0.58, derecha h = 0.68.
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Figura 10. Altura de la barrera de energia libre como funcién
del campo magnético aplicado. L = 32 y T/T, = 0.59. Pro-
babilidades de transicién de Metrépolis (cuadrados llenos)
y probabilidades de transicién de Glauber (circulos vacios).
Las lineas muestran los ajustes tipo ley de poténcia para cada
tipo de probabilidad de transicién.

la red. En esta situacién la suma sobre primeros vecinos
en el Hamiltoniano se factoriza y tenemos que:

— hm, (13)

donde T, es la temperatura critica de la transicién de
segundo orden. Considerando la entropia de mezcla de
estados m y —m, obtenemos el bien conocido resultado
para la energia libre:

F(h,m) = (H2plim 4 1om ), lom) 14
Tepn2 _ py ( )
Tm — nm.

1
2

Una comparacién entre la energia libre obtenida con
la ecuacion 14 y nuestros resultados es mostrada en la

15

=
N

12 ¢

Altura de la Barrera
H
w

11 3
107

5

10
1/N

10

Figura 11. Altura de la barrera de energia libre como fun-
cién del tamaiio del sistema. Probabilidades de transicién de
Metrépolis. Cuadrados T/T. = 0.59 y h = 0.59; tridngulos
T/T. =0.63 y h = 0.46; circulos T/T. = 0.59 y h = 0.56.

figura 12. Se puede ver que la aproximaciéon de cam-
po medio no define adecuadamente el valor de la mag-
netizaciéon metaestable, asi como tampoco reproduce la
forma de la funcién entre los dos minimos. La barrera
queda muy cerca del valor metaestable, haciendo que el
pozo del minimo global sea desproporcionalmente ancho.
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Figura 12. Comparacién de la energia libre como funcién de
la magnetizacién. Linea continua simulacién y linea punteada
campo medio.

Una importante prediccién de la teorias de campo
medio es la existencia de una spinodal [10,11,12,26],
definida como el conjunto de valores en los que la al-
tura de la barrera de energia libre es cero. En el caso de
la existencia de esta spinodal, los valores de la altura de
la barrera escalarian como:

T
AF =4 (T) (h = hep)”|msp| 172, (15)

c

donde el exponente x en las teorias de campo medio es
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igual a 3/2. En los resultados obtenidos con nuestro
analisis, no encontramos ningin conjunto apropiado de
hgp y del exponente  que hiciese la altura de la barrera
comportarse de acuerdo con esta funcién. Este resulta-
do nos lleva a afirmar que no existe una spinodal en el
modelo considerado.

5. DISCUSIONES

El ensamble de los caminos propuesto en este traba-
jo [18], nos permite calcular la funcién de particién y
consecuentemente, la energia libre de una manera muy
simple y considerando apenas los posibles caminos que
el sistema recorre hasta el equilibrio. La probabilidad de
ocupacién de los estados esta dada por la cantidad de ve-
ces que los estados son visitados, en las diferentes mues-
tras consideradas. Esto hace innecesario el conocimiento
anticipado de los pesos, equivalentes al del de Boltzmann
fuera del equilibrio. Por otro lado, necesitamos una can-
tidad grande de muestras para tener certeza que el espa-
cio de fases es adecuadamente cubierto.

Una de las principales consecuencias de nuestros re-
sultados es el hecho de no encontrar una spinodal se-
parando las regiones metaestable e inestable. Segun los
célculos hechos con campo medio, los campos magnéticos
usados en este trabajo, justamente atraviesan de una re-
gién a otra [10,11,12,19,20,26]. Entonces, se esperaba
que la altura de la barrera de energia libre, como fun-
cién del campo magnético, tuviese un cambio de com-
portamiento, indicando que para algin valor de campo,
la barrera fuese nula. Pero, por lo menos para este caso,
donde las interacciones son de corto alcance, se puede
ver que el comportamiento no cambia y siempre existe
una barrera no nula que debe ser superada para alcanzar
el equilibrio.

También se puede ver que el comportamiento de la
altura de la barrera como funcién del campo magnético,
no depende de las probabilidades de transicién aplicadas.
El cambio en el valor del minimo metaestable, encon-
trado para valores altos del campo magnético, cuando
aplicamos diferentes probabilidades de transicién confir-
maria la no existencia de una spinodal. En la regién ines-
table (campos magnéticos muy altos), las fluctuaciones
del sistema dentro del minimo local son muy grandes, lo
que no nos permite extender el estudio a todos los va-
lores de campo. Entonces, la diferencia de los minimos
metaestables verdaderos de la regién inestable presen-
tarfan una dependencia con las probabilidades de tran-
sicién aplicadas, por el hecho de no tener una dindmica
apropiada que describa los cambios del sistema en estas
regiones. El método presentado tiene limitaciones pa-
ra reconstruir la energia libre, en muestras preparadas
dentro de la regién inestable.

Aunque los resultados para la dependencia de la al-
tura de la barrera con el tamafio del sistema presen-
ten una incerteza estadistica considerable, podemos decir
que en todos los casos estudiados siempre encontramos
un minimo metaestable, lo que llevaria a pensar que la
existencia de estas regiones no es una propiedad exclusi-

va de sistemas muy pequenos.
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RESUMEN

Este siglo serd el siglo de la observacién de ondas gravitacionales, de modo que este
ha sido y es un tépico de estudio importante en los tUltimos anos. Uno de los eventos
mas esperado para detectarse es la colisién de sistemas binarios. En este articulo se
estudian dos aspectos de la colisién. Primero el decrecimiento del periodo orbital y
la energia radiada en ondas gravitacionales. Ambos aspectos son presentados en una
aproximacién newtoniana y luego en una aproximacién relativista usando la métrica de

Weyl.

1. INTRODUCCION

La radiacién gravitacional es un tépico muy impor-
tante y grandes esfuerzos en su deteccién estdn siendo
llevados a cabo. Hay cinco detectores basados en in-
terferometria laser en vacio: LIGO, GEO 600 y VIR-
GO operardn pronto, TAMA 300 estd colectando datos
y LISA, que se planea este en funcionamiento alrededor
del afio 2011.

Uno de los eventos mas importantes en la generacién
de ondas gravitacionales es la colisién de agujeros negros
en sistemas binarios, por ello en este articulo se estudian
dos aspectos de la colisién: el decrecimiento del periodo
orbital debido a la pérdida de energia en radiacién gravi-
tacional y la cantidad de energia perdida. Ambas carac-
teristicas son estudiadas en dos aproximaciones: Una
aproximacion Newtoniana y una aproximacion relativis-
ta en la cual se usa la métrica de Weyl.

El decrecimiento del periodo orbital puede ser com-
parado con el decrecimiento de periodo orbital observado
en el pulsar binario PSR1913+16. Esta comparacién en
la aproximacién Newtoniana llevo a Hulse y Taylor a
ganar el Premio Nébel en 1993.

La cantidad de energia perdida podra ser compara-
da con los datos observados que seran obtenidos por los
detectores de radiacién.

El plan en este articulo es el siguiente. En la seccién
2 sé estudiara la taza de energia emitida en ondas gravi-
tacionales en un sistema binario, en el cual un miembro
estd orbitando alrededor del otro. En la seccién 3 se pre-
senta el decrecimiento del periodo en una aproximacién
Newtoniana (seccién 3.1), y en una aproximacion relati-
vista (seccién 3.2) usando la métrica de Weyl. Al final
de esta seccién se discuten los resultados. En la sec-
cién 4 se estudia la tasa de energia gravitacional radiada
en una aproximacién Newtoniana (seccién 4.1) y en dos
aproximaciones relativistas (seccién 4.2 y 4.3)y luego se

'Email: jnogales@fiumsa.edu.bo
2Email: veronicasubieta@hotmail.com

comparan los resultados. En la seccién 4.4 se obtiene la
cantidad de energia radiada total para todas las aproxi-
maciones y se discuten los resultados.

2. ENERGIA RADIADA POR SISTEMAS BINARIOS
El célculo de la energia gravitacional radiada por
un sistema constituido por dos particulas una orbitando
alrededor de la otra fue realizado por Shapiro y Teukols-
ky [1] de la siguiente forma:
La energia gravitacional radiada por cualquier sis-
tema estd dada por:
1
Low = 3?5 [Tk L] - (1)

Aqui I, es el momento de masa cuadrupolar:

IjkEZ

A

1
:rfa:,? — §6jk (:rA)Q] , (2)

y los puntos arriba denotan derivacién respecto al tiempo

En nuestro sistema se consideran dos masas pun-
tuales M y M>, una orbitando alrededor de la otra con
el eje z como el eje de rotacion. Sus distancias al centro
de masas son a; y as, luego

Mia; = Msas = pa, (3)
donde AL
1M

=1z 4

VA VA (4)

es la masa reducida. Si ¢ es el dngulo azimutal desde el
eje x a la linea que une las masas, entonces tenemos

1 1 pa?
Ipy = _§UG2 cos 2¢ — gluTa (5)
I _1 a2cos2¢)—1'u—a2 (6)
v = h 32
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1 4 pa®
Iy = Iya = 5#“236”2(1) - guT: (7)
con esto en la ecuacién 1 y como ¢ = Qt donde Q es la

velocidad angular, se encuentra para este sistema

32 G* M3 2
L =—=—=— 8
W= H B ah ®)
donde M = M; + M>. Aqui se uso la tercera ley de
Kepler
GM
2 _
0 = 5 9)

3. EL DECRECIMIENTO DEL PERIODO ORBITAL

La pérdida de energia en radiacién gravitacional lleva
a un decrecimiento en la distancia a y por consiguiente
a un decrecimiento en el periodo orbital P = %’T
3.1. El decrecimiento del periodo orbital en una
aprorimacion newtoniana

La energia del sistema es la suma de la energia
cinética de rotacién y la energia potencial Newtoniana

1 1 G My M,
FE = <§M1a% + §M2a%> Q2 — T
1GuM
== . 1
5 4 (10)

Entonces el decrecimiento del periodo orbital debido a
la variacién de la energia es

1dE __1da
Edt  adt
21dP
=3P dr (11)
Usando la ecuacién 8 se obtiene
1dP 96 G® M2y
P&t~ 5 at (12)

Si las dos masas estan en una orbita eliptica con excen-
tricidad e, entonces

dE dE
T dr le=0 f(e), (13)
donde
(14 B T ey
f(e)_<1+24e +96€>(1 e’) i (14)

Considerando una 6rbita eliptica y usando la tercera
ley de Kepler (9) en la ecuacién 12 se obtiene que el
decrecimiento del periodo orbital es

. —192r  G3M,M, 27.s
P: T\ 55 3 e). ].5
3 05(M1+M2)§(p) fe) (15)

Este resultado podria ser testado usando los datos ex-
perimentales obtenidos del pulsar binario PSR1913+16.
El valor predicho fue P = —2.40107'2 [1], en excelente
acuerdo con el medido de (—2.30 + 0.22)10~!2. Este
resultado fue la primera evidencia indirecta de la exis-
tencia de las ondas gravitacionales y gracias a esto Hulse
y Taylor ganaron el Premio Nobel en 1993.

3.2. El Decrecimiento del Periodo Orbital en una
Aprozimacion Relativista
3.2.1. La métrica de Weyl
Esta métrica describe un espacio tiempo vacio
estatico y axisimétrico.
El elemento de linea en coordenadas polares estd da-
do por

ds? = e2¥dt? — e*2¢[62”(dp2 +dz?) + p*d¢?],  (16)

donde ¥ = ¥(p, z), v =v(p, 2),0< p < 00, —00 < 2z < 0
y 0< ¢ < 2. Las ecuaciones de campo de Einstein son

v
ViU =T, + 7” + ¥, =0, (17)
v, = p(¥, — T2), (18)
v, =2p¥,V_. (19)

Existe una solucién exacta a estas ecuaciones, la cual es
isométrica a la solucién de Schwarzschild, esto significa
que el espacio tiempo de un solo agujero esta incluido en
la clase de Weyl, esto puede ser demostrado desarrollan-
do una transformacién de coordenadas, de coordenadas
polares a coordenadas esféricas. En coordenadas polares
el horizonte del agujero negro estd dado por p = 0 y
—-M<z< M.

Como la ecuacién (17) es lineal, uno puede super-
poner dos soluciones, cada una de ellas correspondiente
a un agujero negro. Usando aquello uno puede resolver
las ecuaciones (18) y (19)para obtener una solucién que
puede ser interpretada como dos agujeros negros con una
singularidad entre ellos, la cual los mantiene apartados.
Esta solucién es

gty [Be B —2M) 1 R, +R' —2M'
2 |Ry+R_+2M| 2 |R,+R_+2M']’
(20)
donde
Re=\/p+[—(Zo+M)FMP,  (21)
Ry =\ 42+ (Zo+ MYFMTP.  (22)
y
v =v[¥] + v[V'] + 20T, ¥'], (23)

donde ¥, v[T] y ', v[¥'] son soluciones a un solo agujero
negro y o[¥, ¥'] es el término de interaccién entre ellos
donde la singularidad estd dada por:

(M’ +20) Ry +(M+M'+Zo)R_—MR'_
Z0R++(M+Z0)R7 7MR;_

1 Z
+§ In |:—Z0+0M’] .

o[¥, 9] = Lin

(24)
Aqui 2M y 2M’ son las masas de cada agujero negro
centradas a Z, + M y —Z, — M' respectivamente.
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Araujo y Oliveira [2] obtuvieron la fuerza entre los
dos agujeros negros usando este término en el que estd la
singularidad, y ellos asumieron que esta fuerza de Weyl
es adecuada para describir el movimiento de los agujeros
negros. De aqui ellos identificaron la energia potencial
en el sistema como

V(r)wi = %m [: J_r %} . (25)

Ellos llamaron a este el potencial de Weyl.

3.2.2. El decrecimiento del periodo orbital en una
aprozimacion relativista usando el potencial de
Weyl
El potencial de Weyl puede ser reescrito como

_GM1M2 In 1—=x
T2, 1+2)’

Vv (26)
donde x = =%, 74 es el radio de Schwarschild y a es la
separacion entre los dos agujeros negros.

Nosotros usamos este potencial en lugar del potencial
Newtoniano en la ecuacién de movimiento de los agujeros
de modo que la energia del sistema estd dada por

1 1 uGM a—7rs
E=-pa®Q® + - 1 . 27
i + 2 rg " <a+rs> 27)

El decrecimiento de la distancia a debido a la variacién
de la energia en el tiempo es:

dE 1 1 [(a®>—7r%)\ da
— = uGM—= ([ — ) —. 2
dt 2'UG a? <a2+r§> dt (28)

Usando las ecuaciones (8) y (9) se obtuvo

. _ 5 i GM)3(2y)s —
p_ —1921  GSMiMy i 21)§f(e)( )2(2;)2 r
5 (M, + My)s P (GM)3(5;)3 +r
(29

Si se compara este resultado con el obtenido en la
aproximacién newtoniana (15), se puede ver que la dife-
rencia entre ellos es el factor f:

PR a0
(GM)3(£)5 +72
Este puede ser reescrito
~a .
Mo ()5 -1
jeal G
404% (H)g + 1

donde M es la masa total del sistema en unidades de
masa solar y a = Gi‘f@ = 4.9254902x1075s. Nétese que
este factor se torna importante si:

—~ P
ME4a3(-——)5 ~ 1. (32)
4
Esto es equivalente a:

P*M = 3.06 x 10~ %57, (33)

~— 0N |0

Entonces podemos concluir que la aproximacion
Newtoniana es buena y la aproximacién relativista po-
dria ser importante solo para sistemas con la carac-
teristica (33).

4. EMISION DE ENERGIA GRAVITACIONAL

La energia radiada durante el proceso de colisién estd
dada por la siguiente expresion
dE dE, 1
i — _97, (34)
da dt a
donde a estd decreciendo en el tiempo y la energia ra-

diada por unidad de tiempo fue calculada en la seccién
2.

4.1. Emision de energia gravitacional en una
aprorimacion newtoniana

Bajo las mismas condiciones para nuestro sistema
hechas en la seccién (2), se puede asumir, que la ecuacién
de movimiento del sistema, usando una energia potencial
newtoniana, es

LuGM @2
=—— —. 35
€= g — tuy (35)
Usando esto y la tasa de energia radiada (8) en la

ecuacion (34) se obtiene

dE 2G* M3u? (2
_3_G_”<_6+ (36)

da = 5 ad

GMY 7
noooa '

Haciendo M = 1, de esta forma se esta reescalando
las coordenadas del espacio tiempo. Entonces se tiene
que u = My Ms,, o usando el factor de proporcién entre

las masas de los agujeros negros b (b = %) se tiene:

W= ﬁ, donde p representa la razén de masa de los

dos agujeros negros. Nétese que p toma el maximo valor

% cuando los agujeros negros tienen la misma masa.
Con este reescalamiento del espacio tiempo y en

unidades geometrizadas se tiene

dE 32,2 1\~
= Z22E (o 4 2
dan 5 ad ( cF a) ’ (37)

[N

donde € = ﬁ

Esta es la tasa de emisién de energia en ondas gravi-
tacionales durante la colisién, es decir a medida que la
distancia a entre los agujeros decrece, obtenida en una
aproximaciéon Newtoniana

4.2. Emision de energia gravitacional en una
aprozimacion relativista

4.2.1. Primera aproximacion
Se toma como energia potencial del sistema la energia
encontrada por Araujo y Oliveira eq. (25), trabajando
con la singularidad entre los dos agujeros, la cual los
mantiene fijos.
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TABLA 1

Cantidad total de energia radiada calculada para las tres aproximaciones desarrolladas, como funcién de a4, para

dos valores diferentes de pu: p = %, o un agujero tiene una masa cinco veces mayor a la del otro y pu =

1
556 cuando

un agujero es mucho mas grande que el otro . El valor de a,;, usado es indicado dentro los brackets.

x | p=1/TAE[1.3871] | i = 1/256 AE[1.1040] | AEw1[1.4537] | AENewton[l]
00 0.5425 0.9325 0.4415 1.8286
100 0.5462 0.9367 0.000 1.1708
20 0.5615 0.9526 0.4302 1.2010

5 0.6190 0.9954 0.00 1.3424

Luego, con esta energia potencial en unidades geo-
metrizadas y en un espacio tiempo reescalado (M = 1),
la ecuacién de movimiento es:

1 a> 1. a-—1
I— —_— —_— —

6_2a+2+21na+1' (38)

Usando esto y (8) en la ecuacién(34), se obtiene

1

dE 32 u? 1 a—1\) 2
g e | (39
da w1 5a5<6 a n<a+1>> (39)

Esta es la tasa de energia gravitacional radiada usando
una aproximacion relativista donde en la energia poten-
cial del sistema es considerada sélo la singularidad entre
los dos agujeros negros.

4.2.2. Sequnda Aprozimacion

Usando la métrica de Weyl y obteniendo el Tensor
energia momento, se dedujo otra energia potencial para
el sistema [3]. La diferencia con la energia potencial de
Araujo y Oliveira es que en este potencial es considera-
do todo el sistema, esto significa: que los dos agujeros
negros estan incluidos ademas de la singularidad entre
ellos. Esta energia potencial en unidades geometrizadas
y en un espacio tiempo reescalado M = 1 esta dado por

2
w a®—2a+a
Vive = =1 . 40
w2 4n<a2+2a—3+16u> (40)
Con esto la ecuacién de movimiento serd
1 a? 1 a’—2a+a
= — 4+ — + =1 . 41
oty titei sy W
Usando ésta y 8 en la ecuacién 34 se obtiene
1
dE  _ 3247 1_1 (a—1)2 2
daw2= % (26' a3l ((a+1)gf4(174u))) :
(42)

Esta es la tasa de energia gravitacional radiada usando
una aproximacion relativista donde en la energia poten-
cial del sistema se considera los dos agujeros negros y la
singularidad entre ellos.

Es importante notar cuando p = %, esto es cuan-
do los dos agujeros negros tienen masas iguales, la tasa
de energia gravitacional radiada en la segunda aproxi-
macién decae en la obtenida en la primera aproximacion.
Cuanto mas diferentes son las masas de los agujeros ne-
gros la segunda aproximacién deberia ser usada.

ge-nﬁé-
Se-DEé-
?e-DEé-
Ee-DEé-
ﬁe-nﬁé-
4e-|:|5§- ;
ae-nﬁé-
2e-|:|5§-

1e-05%

1z 44 18 gz
]

Figura 1. Tasa de emisién de energia gravitacional como una
funcién de la distancia entre los agujeros para las tres aproxi-
maciones desarrolladas. La curva superior es la obtenida para
la aproximacién newtoniana, la siguiente es la curva obtenida
para la primera aproximacién relativista, y la curva inferior
es la obtenida para la segunda aproximacion relativista. La
condicién inicial para las tres curvas es ¢ = 0, esto es cuan-
do los agujeros se encuentran en reposo en el infinito. Y
n= 2;—6 esto es cuando los agujeros negros tienen masas muy
diferentes. Cuanto mas similares se hacen las masas de los
agujeros la curva inferior se aproxima a la curva obtenida en
la segunda aproximacién relativista.

4.3. Cantidad total de energia radiada

La cantidad total de energia radiada en ondas gravi-
tacionales serd

Amaz dE
AEamamyamin :/ ——dz.

min

(43)

Aqui a4, es la distancia inicial entre los dos agujeros
negros. Cuando los dos agujeros se encuentran muy cerca
las aproximaciones hechas, obviamente pierden validez,
entonces es importante escoger adecuadamente aip-
Una posibilidad es escoger el punto donde los agujeros
negros alcanzan la velocidad de la luz cuando caen el
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uno en el otro desde una distancia infinita, llamaremos
a este punto aj,,- Esta eleccién estd justificada por la
Relatividad Especial.

a1y puede ser deducido de la ecuaciéon de movimiento
obtenida en cada aproximacién que se hizo (ecuaciones
35, 38, 41). En la aproximacién newtoniana aj,,n = 1,
en la primera aproximacién relativista az,.w1 es la solu-
cién para a de la ecuacién et = %, y en la segunda
aproximacién relativista aj, w2 es la solucién para a de
la ecuacién e = ml)(zi#. Nétese que el valor
de ayy» en la segunda aproximacién relativista depende
de p, y toma valores entre 1.4537, cuando los dos agu-
jeros tienen la misma masa y el limite, 1.0880 cuando
los agujeros negros son muy diferentes. La energia
radiada calculada usando el segundo potencial decae en
la energia obtenida usando la aproximacién de Araujo y
Oliveira cuando los agujeros se hacen mas similares, es

lo que se esperaba pues cuando hay menos simetria la
segunda aproximacién se hace importante porque con-
sidera dentro del potencial a los propios agujeros negros
que al ser menos similares entre si distorsionan mas el
espacio tiempo.
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EXTENSION DEL ESQUEMA DE INTEGRADORES SIMPLECTICOS
EN EL METODO PSEUDO-ESPECTRAL

Diego Sanjinés C.!

Carrera de Fisica, U.M.S.A.

RESUMEN

Se presenta una generalizacién del esquema de operadores simplécticos en el
método pseudo-espectral. Ya en trabajos anteriores [1], se utiliz6 la aproximacién de
segundo orden de este esquema y con ello se verificé analiticamente el fenémeno fisico de
la oscilacion de Bloch. Surge entonces la cuestién de saber si este fenémeno es “sensible”
al orden del integrador simpléctico elegido para simular numéricamente la dindmica de
un electrén cristalino de enlace fuerte en un campo eléctrico estdtico y homogéneo. El
resultado de este trabajo muestra que el periodo de la oscilaciéon de Bloch, y probable-
mente todos los aspectos fisicos relevantes de dicha dindmica, no dependen del orden

del integrador.

1. INTRODUCCION

El problema de representar la dindmica de un elec-
trén en presencia de un campo eléctrico externo estatico
corresponde —como es sabido [2]— al célculo de ¥(r,t)
como solucién de la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo, junto con las variables dindmicas que
dependen de ¥(r,t) como ser los valores medios de posi-
cién, velocidad y ancho del paquete de ondas electrénico.
La expresién formal de dicha solucién es

U(r,t) = e H O U(r, 1) 1)

donde H = T(p) + V(r) es el hamiltoniano indepen-
diente del tiempo. Ya que los operadores de energia
cinética T'(p) y energia potencial V (r) en general no con-
mutan, el desarrollo del operador de evolucién temporal
exp(—iH (t —tp)) en (1) tendrd un resultado no-trivial al
actuar sobre un estado inicial ¥(r, o), que —para el caso
de un tipico electrén cristalino— se puede tomar como
un paquete gaussiano definido en una red. Las unidades
fisicas que se usard en este trabajo son aquellas denom-
inadas “atémicas” (ver, por ejemplo, Yoshida [3]) donde
h =1, M(masa del electrén) = 1, e(carga del electrén) =
1y a(constante de red) = 1.

Asi, en la mayoria de los esquemas numéricos para
simular la dindmica de un electrén cristalino [4], se busca
separar el operador de evolucién en (1) de forma aproxi-
mada, de manera tal que para t = t; y t; — tg = At,
la aplicacién iterativa de (1) permita obtener el estado
U(r,t) para un instante arbitrario t = NA¢ hasta un
orden de aproximacién O(At"*!), donde n es un entero
positivo. El esquema formal que permite dicha sepa-
raciéon es el esquema de integradores simplécticos para
sistemas hamiltonianos [3], y se puede describir como:

'Email: sanjines@fiumsa.edu.bo
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Para los operadores no-conmutativos T’
y V, el nimero real pequeno At y el en-
tero positivo n (denominado orden del in-
tegrador, existen dos conjuntos de numeros
reales {c1, o, ..., ek} y {d1,da, ..., d} } tales que

se cumple
k
e i(VHT)AL _ H eficmVAtefimeAt+O(Atn+1)’
m=1
(2)
donde

k k
dem=) dn=1 (3)

m=1

Una condicién fisica que debe cumplir el esquema
descrito por (2) es la reversibilidad temporal, esto es,

e—iHAte—iH(—At) — e—iH(—At)e—iHAt — 1’ (4)
lo que restringe el esquema en cuestién a integradores
simplécticos de orden par [3]; sin embargo, el caso de
n = 3 se considerd més adelante solamente para efectos
ilustrativos.

El caso trivial de (2) corresponde a n = k = 1, con
cp =d; = 1. Paran = k = 2 se encuentra ¢; = ¢y =
1/2, dy = 1y do = 0. En general, para valores de
n > 2 (integradores simplécticos de orden superior) se
encuentra los conjuntos {ci,co,...,ct} y {d1,ds,...,di}
a través de aplicar a (2) la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff [5]. Asi, paran = k = 4, Yoshida y otros antes
que él [3] obtuvieron los siguientes coeficientes (que aqui
se escriben de forma aproximada):

Cl = Cs = 0676, Cy = C3 = —0.176,
d1 = d3 = 1351, d2 =~ —1.702 y d4 =0. (5)
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La separacién de acuerdo a (2) paran = k = 2 es
particularmente ttil en el contexto del método pseudo-
espectral aplicado al estudio (en una dimensién) de la
dindmica electrénica de enlace fuerte (tight-binding) en
presencia de un campo eléctrico homogéneo y estatico
[1], pues de ello resulta la férmula iterativa de evolucién
infinitesimal

crit = gremiatEmN = (2) + O(AE), (6)

donde los coeficientes CF = C,(pAt) describen al esta-
do cristalino ¥(z = na,t) en la representacién de las
funciones Wannier ®(z — ma):

o0
U(z=na,t)= Y Cu(t)®(z —ma). (7)
m=—0o0

En (6) se tiene z = 2AAt = 4A\, con A el elemento de
salto (hopping) entre sitios vecinos de una red cristali-
na separados por una constante de red unitaria a = 1;
la energia potencial correspondiente al campo eléctrico
homogéneo de intensidad a es V,, = an y J,, es la fun-
cion de Bessel de primer tipo y orden entero m. La
solucién analitica de (6) representada por CY para un
instante arbitrario t = NAt ya se conoce (cf. ec. (23)
abajo) y se discutié ampliamente en otros trabajos [1];
en el limite de N — oo esta solucién permite describir el
fenémeno fisico de la oscilacién de Bloch con un periodo
TR = 27/a.

2. EXTENSION DEL ESQUEMA DE
INTEGRADORES SIMPLECTICOS

La cuestion natural que surge a continuacién es saber
cémo, a través de (2), una mayor “segmentacién”del
operador de evolucién puede incorporarse en el método
pseudo-espectral, es decir, para integradores simplécticos
de orden mayor (n = 4,6,8,...), jcudl es la corres-
pondiente férmula iterativa de evolucion infinitesimal?
;,Cudl es la solucién general de dicha férmula? ;Cémo
depende el fenémeno fisico de la oscilacién de Bloch del
orden del integrador n en (2)? Seguramente que la res-
puesta a esta dltima pregunta es “no”, pues la oscilacién
de Bloch, como fenémeno fisico, debe depender sola-
mente de la estructura del hamiltoniano H en (2), sin
importar cudl sea su segmentacion aproximada. La ve-
racidad de esta afirmacién debe reflejarse en el andlisis
que se presentara a continuacion.

La respuesta a la primera pregunta esta dada por la
férmula (8) a continuacidn, y resulta (ver [1] y referencias
allf citadas) de una extensién natural de los pasos que
llevaron del esquema de integradores simplécticos dado
por (2) a la férmula pseudo-espectral (6); asi, para el
integrador simpléctico de orden n se tiene:

k
Z Ccr, H exp(—icy, Vi, At)

N1, Ng—1 m=1

X F(nm — Nm+1, dm) + O(Atn+1)) (8)

p+1
crr o=

donde dy, = 0, ngy+1 = ny y, para el caso de la banda de
enlace fuerte T'(k) = —2A cosk, de tal forma que

T

Fnm —npmy1,dm) = cos[k(ny, — nyy1)]

2 ) .
x exp(2id,, AAtcosk)dk; (9)

esta dltima integral en (7) se puede expresar en términos
de la funcién de Bessel del primer tipo y orden entero,
asi que (8) se escribe finalmente como

k

p+1l P —Cm Mm AL N, — N 41
an — E : Cm H e~ iemnm jm N

N1y Ne—1 m=1

X Tyt (2dm AAL) + O(AET). (10)

Siguiendo el esquema de integradores simplécticos suge-
rido por Yoshida [3] la relacién entre el orden del inte-
grador n y el indice k en la multiplicatoria de (10) es
n = k hasta n = 4; sin embargo, para integradores de
orden superior (n > 4) dicha relacién ya no se cumple
necesariamente. Se puede ver que la férmula (6) corres-
ponde al caso de (10) conn =k =2,dy =0,n3 =na2 y
los coeficientes ¢; = co = 1/2,d; =1y do2 = 0 (recorde-
mos que Jo(0) = 1). El siguiente paso 16gico es tomar
n=%k=3,ds =0y ns =ns en (10), cuyo desarrollo es:

Y cn (11)

ni,n2

e—iclnl aAtZ'nl —no Jn1 s (2d1 AAt)
e—iCanaAtin2—n3 an—ns (QdQAAt)
eicansadtina=na 1 (0d. ANE) + O(AtY),

p+1
ch

que se puede reacomodar como

p+1 p ,—i(cinit+ecang)aAt;n1—n3
crr = g Che i
ny

y Ze—i(52n2)aAtJnl_n2 (leAAt)
X Ty (202AAL) +O(AF),  (12)

de tal forma que la suma sobre n» (que se designard como
') se pueda calcular de acuerdo a la férmula de adicién
de Graf [6]. El resultado es:

r= Jm—ns (Tp-i-l)e_i((ns_nl)xp+n162aAt)a (13)
donde
sin(coaAt)
= arct 14
Xp = arctan dg/dl + COS(CgaAt) ’ ( )
sin(coaAt)
=n— 15
T ) )

y 71 = 2d; AAt. Una aproximacion 1til —aunque poco
precisa— para (14) y (15) es xp = coaAt/(d2/d1 +1) y
Tp+1 = 71(d2/d; + 1) respectivamente, con lo que I' en
(13) se puede escribir como

Jny—ns(T1(d2/d1 + 1)) (16)

. nzd; + nids
X e — At | ——— )|,
m[wm ( arn ﬂ

r =
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de tal manera que (12) queda como

P+l  ~ p,—i(An+Bm)aAt ;n—m
crrt = g CPe i
n

X

Jnm(2AAL), (17)

donde se invocé la férmula (3) y se definié A = ¢; + cads
y B = ¢3 + ¢cady. Notemos que la férmula (17) —aunque
expresada con menor precisién que (12)— tiene la misma
estructura matemética que (6) y, ademds, en vista de (3),
se cumple que A+ B = 1.

El caso que acabamos de ver corresponde al inte-
grador simpléctico de tercer orden, es decir, n = k = 3
en (2), pero ya se dijo a continuacién de (4) que este
caso no obedece el requisito fisico de reversibilidad tem-
poral. Asi pues, antes de sacar mayores conlcusiones de
(17) sobre la extensién del esquema de operadores sim-
plécticos en el método pseudo-espectral, debemos pro-
ceder a examinar el caso n = k = 4 para el que existe
reversibildad temporal en (2). Esto implica basicamente
sustituir k = 4, dy = 0 y n5 = nyg en (10), y repetir el
conjunto de pasos de (11) a (17) con las modificaciones
apropiadas:

p+1
cr. =

> e (18)

ni,n2,n3

emiamadtmnz g, (2di AAT)

e ieamaaAlyna s I (2dy AAE)

g lams Al ne T g (2d5 AAL)
emieanaodlnaTns I (2ds AAE) + O(AF),

X X X X

que se reescribe

p+l p —i(cini+canz+cang)aAt
Cn4 - Z Cnle ( )

ni,n2

XML (2d  AAT)
XY e s Al g g (2dy AAL)
ns

X Jngna (2ds AAL) + O(AL?), (19)

la suma sobre ng se realiza por medio de la férmula de
adicién de Graf y se aproxima de la misma forma que
llevé a (16); el resultado se ordena como

Crit = b mm (20)
ni
. c3dang
X exp |—i cln1+04n4+d T d alt
2 3
, c3dana

— At

X Zexp{ Z<02+d2+d3>a }

n2

X Jn1—n2 (2d1AAt)Jn2_n4 (2(d2 + d3)AAt)

y de nuevo, se suma sobre el indice ns. El resultado que
queda después de simplificaciones es

P+l A~ p ,—i(An1+Bns)aAt n1—ng
crr = E CPe i

ni

Ty na(2AAD), (21)

X

donde A = ¢1 + cads + cads + c3d3, B=cs +c3+ ¢4 —
cads — cods — c3ds, verificindose también en este caso
que A + B = 1. Debe notarse que este iltimo resul-
tado es independiente de los valores especificos de los
conjuntos de coeficientes {¢;} y {d;} en (5) hallados por
Yoshida y otros autores [3], permitiendo que un aspecto
fisico importante como es la oscilaciéon de Bloch, pueda
dilucidarse (en el contexto del método pseudo-espectral)
sin necesidad de recurrir a los intrincados recursos al-
gebraicos derivados del uso de la férmula de Baker-
Campbell-Hausdorff [5]. Después de comparar (21) con
(17) (para distintos valores de A y B en cada caso) ya se
puede proponer que

p+l  ~ p,—i(An+Bm)aAt
Chit = N Cre
n

X T T (2AAL) (22)

sea una simplificacién adecuada de la férmula itera-
tiva de evolucién infinitesimal (10). Los valores de
A = A{ci,d;} y B = B{c;i,d;} dependen a su vez de
los conjuntos de coefientes {c;} y {d;} dados por (2).
Asi, se sugiere que la condicién 4 + B = 1 se deberia
cumplir para cualquier orden de integrador simpléctico,
conjetura que se verificard mas adelante a partir de un
requerimiento fisico.

Ciertamente, la férmula (22) ya no tiene la precisién
de (10) y por ello es una aproximacién muy pobre, sin
embargo, su estructura matematica es mas sencilla que
la de (10): por ejemplo, los coeficientes {d;} ya no se
encuentran en el argumento de las funciones de Bessel,
sino en la funcién exponencial. Esto permitird una gran
ventaja en el tratamiento analitico que se muestra a con-
tinuacién.

La solucién general para la ecuacién iterativa (6) (que
corresponde a A = B = 1/2) ya se encontré [1] y se
demostré por induccién. Esta solucién general para el
instante arbitrario t = NAt es

CY =) Cpem@nmmn)emitn Ty (), (23)

con
PN

TnerY = re + TnN_1 et (24)

¢n = (NN +1n-1)/2, NN =nN-1+alt. (25)

A continuacién se demostrard por induccién que (23)
también es la solucién general para (22), con las defini-
ciones equivalentes a (24) y (25) donde se habra hecho
las sustituciones adecuadas. Tomando N = p en (23) y
reemplazando en (22):

sz;—i—l — Z Cgir—me—irépe—iamBAt (26)

X

D emmimmttadd) 1 (QANE) T, 0 (7p);
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luego, se utiliza la férmula de Graf para sumar sobre el
indice n y se define en lugar de (25)

Mpt+1 = 1p + aAt(A + B), (27)
con lo que se obtiene finalmente
Cgfl = Z C?‘eim(ngrl*T/erl)e*i""ngrlZ'Tfm‘]rim(rrp+1)_
T

(28)
Vemos pues que (28) corresponde a (23) con N =p+ 1.
Q.E.D.

Al comparar (27) y la segunda ecuacién en (25), se ve
que la sustitucién adecuada debe ser a — (A+ B)a a fin
de garantizar que (23), junto con las cantidades ahi com-
prendidas, es la solucién general de la ecuacion iterativa
infinitesimal (22) para cualquier “segmentacién” u or-
den n del integrador simpléctico en (2). Por otra parte,
el periodo 75 = 27/« de la oscilacién de Bloch para un
electrén cristalino en presencia de un campo eléctrico
estatico y homogéneo de intensidad «, debe ser indepen-
diente de la forma particular que se haya elegido para
“segmentar” el operador de evolucién exp[—iH (t —to)] en
(1), asi que necesariamente se debe cumplir la condicién
A(ci,dj) + B(ci,dj) = 1 para todo orden de integrador
simpléctico. Queda pues confirmada la conjetura citada
arriba.

3. CONCLUSIONES

Se obtuvo la generalizacién (22) de la férmula de
evolucién iterativa infinitesimal (6). Se mostré que (23)
es la solucién general (para t = NAt) de (22), y corres-
ponde a una “segmentacién” arbitraria del operador de
evolucién segun el esquema de integradores simplécticos
(2). Esta generalizacién —que consiste de una aproxi-
macién burda de (10)— es muy conveniente, pues asi se
verifica que (23) es vélida tanto para el cason =k = 2,
que ya se habia tratado en trabajos anteriores, como
para cualquier otra “segmentacién”mayor, siempre que
se verifique la condicién A(c;, dj) + B(ci, d;) = 1. Note-
mos que, a pesar de la pérdida de precisién de la férmula
aproximada (22) respecto a (10), (22) conserva la in-
formacién de los coeficientes {¢;} y {d;} de tal forma
que se cumpla la referida condicién. La validez de dicha
condicion se puede inferir a partir del requerimiento de
que el fenémeno fisico de la oscilacién de Bloch deba
permanecer invariante respecto al orden del integrador
simpléctico elegido en (2). Una demostracién directa
(por construccién) de A(c;,d;) + B(ci,dj) = 1 exigiria
desarrollar un algoritmo eficiente para calcular los con-
juntos de coeficientes {c;} y {d;} a través de la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff, por ejemplo, con la ayu-
da del paquete computacional de dlgebra no-conmutativa
“NCAlgebra”[7], pero el esfuerzo computacional se incre-
menta notablemente a medida que aumenta el orden del
integrador. De manera equivalente, aunque no menos
complicada, se podria verificar A(c;, d;) + B(ci,d;) =1

por construccién directa, sustituyendo (23) en (10) en
lugar de (22), a fin de demostrar (23) por induccién.
En el andlisis matematico que se presenté en este tra-
bajo, los valores especificos de {¢;} y {d;} resultan in-
necesarios, pues se demostré que el periodo de la os-
cilacién de Bloch, como uno de los aspectos relevantes
de la dindmica electrénica de enlace fuerte en presencia
de un campo eléctrico estatico y homogéneo, no depende
de dichos coeficientes.

Resulta interesante mencionar que el céalculo es-
pecifico de {c;} y {d;} es un problema actual de relevan-
cia en otras dreas, como por ejemplo en algunos sistemas
dindmicos: el péndulo simple y el problema astronémico
de tres cuerpos [8]. En estos casos, se muestra que los
valores negativos de {c;} y {d;} pueden ocasionar pro-
blemas de “estabilidad”en el algoritmo numérico de in-
tegracién de estos sistemas hamiltonianos. Ciertamente,
para un célculo numérico eficiente, siempre habrd un
pequeifio error acumulado en las férmulas (22) y (23) para
el integrador simpléctico de orden n en (2); sin embargo,
es 1til saber que existiran propiedades dindmicas que se
mantengan invariantes ante la estructura especifica de
{c;i} ¥ {d;}, pues ello se podria utilizar, ademéds de la
condicién (3), para encontrar dicha estructura.

Finalmente, mencionemos que para el hamiltoniano
dependiente del tiempo H(t) = T'(p) + V(r,t), la ec. (1)
ya no es la solucién formal de la ecuacion de Schrédinger,
porlo que laec. (6) de evolucién infinitesimal debe modi-
ficarse para incluir la variacién temporal de V(r,t). En
este caso, la extensién del esquema de integradores sim-
plécticos (2) ya no es un asunto trivial, pero se conoce
propiedades dindmicas invariantes [1] que servirian para
calcular {c;} y {d;}. Este asunto permanece como un
problema abierto interesante.

El autor expresa su agradecimiento al Prof. Dr.
Jean-Pierre Gallinar (Universidad Simén Bolivar, Cara-
cas, Venezuela), por su valiosa y oportuna colaboracién
en la revisién de este articulo.
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LA RADIACION ULTRAVIOLETA B DIFUSA
MEDICIONES EN COTA COTA, LA PAZ (3420 msnm)
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RESUMEN

Con el empleo de una banda de sombra seccionada y un sensor de radiacién ul-
travioleta tipo YES, se han realizado una serie de mediciones continuas durante aproxi-
madamente 7 meses a partir de junio del ano 2002, en un ano con tipicas caracteristicas
de efecto nifio.

Las series de tiempo por la forma del disefio experimental presentan bandas casi
equidistantes de variacién continua con regiones de radiacién global y regiones de ra-
diacién difusa. Estos datos se han procesado de manera de ajustar los maximos de la
curva o envolvente superior a una curva polinomio exponencial, y de manera similar
para los minimos de la curva o envolvente inferior.

Con los datos filtrados por este proceso se ha determinado que la radiacién ul-
travioleta B difusa, es en promedio, un tercio de la radiacién UVB global, y varia
ligeramente alrededor del ano. Se ha observado valores maximos en los meses de mayo
y agosto, y minimos en los meses de junio y septiembre. En cuanto a su caracteristica
diaria, es maxima alrededor del medio dia, y se prolonga ligeramente alrededor de esta
hora, disminuyendo su intensidad hacia los extremos del dia en la misma proporcién a

la radiacion global.

1. INTRODUCCION

Laradiacién ultravioleta B que abarca desde 280 has-
ta 320nm es monitoreada en el Laboratorio de Fisica de
la Atmosfera, con dos radiémetros UVB del tipo YES.
Ademés de un espectro radiémetro BREWER, para efec-
tos de comparaciéon y monitoreo de la capa de ozono.
Con estos instrumentos se ha determinado, entre otros
resultados, que la radiacién ultravioleta global en el al-
tiplano andino presenta indices mucho mayores a los co-
rrespondientes al nivel del mar a la misma latitud. Esto
hace suponer también que la radiacion ultravioleta B di-
fusa se incrementa, no sabiendo exactamente la forma
de esta variacién, ni su proporcién en la radiacion UVB
global. Por esta razén se ha disenado un experimento
para determinar estas caracteristicas.

2. ARREGLO EXPERIMENTAL

Es conocido el uso de la banda de sombra para la
medicién de la radiacién solar difusa (Ref.1). En base
a este diseno se ha preparado una banda de sombra
seccionada (Fig.1), equidistantemente distribuida, y de
igual proyeccién de area, de manera de tener una dis-
tribucién de regiones de sombra y no sombra de igual
ancho e igualmente espaciada, las figura 2 muestra un
dia de todos los registros tomados.

Debido a que el arreglo requiere de una correccién
casi continua de la posiciéon de la posicién de la ban-
da de sombra en el cursor, algunos registros presentan
distorsiones por la sombra parcial de la banda, a causa

24

Figura 1. Arreglo experimental de la banda de sombra sobre
el detector de UVB.

de correcciones no efectuadas. La banda seccionada de
sombra tiene un radio de 19cm, las placas de sombra
tienen un ancho de 3 cm, y largos que varian desde 0.6
hasta 3 cm, y van localizadas cada 20°.

3. REGISTRO Y ANALISIS DE DATOS

Los registros obtenidos tienen la forma de la figura 2.
Aunque varios de ellos estdn distorsionados por la pre-
sencia de nubes o por falta de correccién a la banda de
sombra, en cualquier caso se puede identificar facilmente
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Figura 2. Gréafico de radiacién ultravioleta global y difusa
obtenida con la banda de sombra seccionada correspondientes
al 3 de junio de 2002.
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Figura 3. Ajuste de la funciones envolventes a las curvas de
radiacién global y difusa del grafico anterior.

el tipo de distorsién del grafico. Los registros con pre-
sencia de nubes no presentan las curvas onduladas de las
figura 2, sino algo muy irregular, mientras que los regis-
tros con el defecto de falta de correccién de la posicién de
la banda de sombra, la envolvente inferior no se ajusta
a la funcién polinomio exponencial.

Para seleccionar automaticamente los dias claros y
buenos, se ha realizado un proceso de comparacion au-
toméatico con los registros del otro sensor de radiacién
ultravioleta del mismo tipo, y con los registros de un
sensor de radiacién solar global, de manera que solo se
han seleccionado los registros de UVB para los dias con
una curva solar muy regular, y que presenten una en-
volvente inferior simétrica. Este proceso ha permitido
ademaés validar el equipo con banda de sombra.

Los valores obtenidos segin el proceso anterior, han
sido sometidos a modelacién tanto para la envolvente
superior, como para la envolvente inferior de acuerdo a
la funcién (Ref.3):

(@) = a(z — b)*(c — z)?e~ 4", (1)

Donde los coeficientes a, b, ¢, d, y e han sido evaluados
por minimos cuadrados, a través de un proceso iterativo.
La figura 4 muestra el proceso de ajuste de dos funciones

45
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Figura 4. Variacién en el periodo de observacién de los coe-
ficientes principales de las funciones envolventes. Se puede
observar que el coeficiente de la radiacién difusa varia ligera-
mente.

de este tipo a la envolvente superior y a la envolvente
inferior.

Llamando G(z) a la envolvente superior, y D(z) a
la envolvente inferior. El cociente de la dltima sobre la
anterior; es decir D(z)/G(x) representard la funcién de
proporcién de la UVB-difusa sobre la UVB-global, o sea:

P(z) = D(x)/G(=), (2)

puesto que los coeficientes b, ¢, y e, son practicamente
similares para las dos envolventes, es decir; la hora de sa-
lida y entrada del sol, y la hora del medio dia, y puesto
que la forma de la curva no afecta esta proporcién con-
siderablemente, la relacién anterior solo depende de los
coeficientes principales a y o’ de ambas funciones, es de-
cir:

P=ajd. (3)

Donde a es el coeficiente principal de la funcién ajusta-
da para la radiacién difusa, y a’ el correspondiente a la
radiacién global.

Para los registros tomados se han evaluado estos coe-
ficientes en promedio, para los meses desde mayo hasta
octubre, la figura 4 muestra la variacién de estos coefi-
cientes en el periodo de observacién.

El aumento de la radiaciéon UV global en los meses fi-
nales, podria atribuirse a los efectos del agujero de ozono
antartico, que debido a las corrientes atmosféricas hacia
el norte empobrece el ozono troposférico. El incremento
de la radiacién global significa reciprocamente reduccién
de la radiacién difusa.

4. ANALISIS DE ERRORES

De las varias fuentes posibles de error en las medi-
ciones, como el albedo particular de la superficie donde
estan instalados los equipos de radiacién UVB y ra-
diacién solar, la presencia muy particular de aerosoles
en el lugar (polvo), y la masa del aire, no han sido con-
siderados por la complejidad que significa el andlisis de
reflexiones miultiples y los demads factores, no obstante,
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TABLA 1

Variacién de los coeficientes a y a'.

Meses | a'(W/m?) | a(W/m?) | R(%)
Mayo 3.5 13 | 37.14
Junio 2.8 1.05 | 37.50
Julio 2.8 11 39,29
Ago. 35 13 | 37.14
Sept. 3.6 11 30,56
Oct. 3,9 124 | 31,79
Prom. 3,35 1,18

se establece que su influencia no es considerable para
la longitudes de onda que corresponden a la radiacién
ultravioleta (Ref.2.p.156).

Otros factores como la presencia de obstdculos en las
cercanias, asi como del horizonte, permiten establecer
que los valores obtenidos son ligeramente inferiores a los
reales.

Por su mayor influencia, solo se ha considerado el
efecto sombra de las cuadriculas de la banda seccionada
en las mediciones tanto de la radiacién global, como de
la difusa. Esta disminucién de la radiacion difusa que no
llega al sensor en ambos casos es tan solo del orden del
2%, dada la relacién de dreas, de la banda, sobre el 4rea
de la semiesfera, a la altura del radio donde estd ubicada
la banda de sombra.

5. CONCLUSIONES

La Tabla 1 permite establecer que: a) La radiacién
ultravioleta B difusa varia ligeramente alrededor de
1.18W/m? | lo que representa aproximadamente un 35%
de la radiacién UVB global. b) Presenta valores minimos
en los meses de junio y septiembre; de aproximadamente
1.1W/m?. c) Presenta valores maximos en los meses de
mayo y agosto, donde alcanza 1.3W/m?.

Por el grafico, se observa también que la radiacién
ultravioleta B difusa varia suavemente comparado con
la variacién de la radiacién ultravioleta global de la que
depende. En términos porcentuales la radiacién difusa
varia entre 30 y 40% de la radiacién global, lo que sig-
nifica por si mismo, valores altos teniendo en cuenta los
elevados indices de radiacién ultravioleta que se registran
en la ciudad de La Paz.
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RESUMEN

Por las especiales caracteristicas de la ciudad de la Paz, (16.5°S, 68.2°W) prin-
cipalmente con respecto a su altura sobre el nivel del mar; por encima de los 3500m,
reducidos niveles de contaminacién atmosférica, ademds de su prolongada época seca,
se hace importante determinar la profundidad déptica de su atmésfera, y su variacién
anual, con el objeto de compararlos con el correspondiente a ciudades similares a nivel
del mar. Para este proposito recurrimos a las conocidas expresiones de la atenuacién at-
mosférica de Bouguer o Beer-Lambert, considerando que la atmosfera es una capa plana,
de densidad homogénea, y donde no se considera la refraccién de los rayos solares. Los
resultados obtenidos son satisfactorios para una gran cantidad de casos, principalmente
situados a principios y finales de afio, sin embargo, en una cantidad considerable de dias,
principalmente de cielo muy claro y angulos cenitales muy altos el modelo no satisface
plenamente los valores observados, que consisten en una cantidad de radiacién solar
apreciable en contraste con cero del modelo tradicional. Este problema nos ha llevado
a establecer, una nueva expresién para determinar la atenuacién de la radiacién solar,
principalmente a dngulos cenitales muy altos, o lo que es lo mismo, elevaciones muy
bajas del sol. Esta expresién toma en cuenta la esfericidad de la tierra, y por consi-
guiente hace posible obtener atenuaciones finitas aiun a angulos muy altos. El modelo
estd basado en el tridngulo formado entre el camino directo cenital, el camino méximo
sobre el horizonte, y la linea recta que une ambos puntos. En el presente trabajo se pre-
senta estos valores evaluados para diferentes épocas del afio, observandose un particular
comportamiento de la atmésfera en la ciudad de La Paz.

El valor medio anual de la maxima radiacién solar incidente en la ciudad de La
Paz, vale aproximadamente 955W/m?, resultando un coeficiente de atenuacién de 0.35
por unidad de columna atmosférica, y que varia entre 0.20 y 0.45, de acuerdo con
los valores maximo y minimo calculados de: 1120W/m? en el primer trimestre y de

866W /m?, en el tercer trimestre.

1. LAS SERIES DE DATOS

El Laboratorio de Fisica de la Atmésfera localizado
en la ciudad de La Paz (16.5°S, 68.2°W y 3420 m.s.n.m)
dispone de una estacién meteoroldgica, entre otros varios
equipos de medicién de radiacién ultravioleta, aerosoles,
y algunos gases contaminantes como CO y CO2. Los
datos que entrega la estacién meteoroldgica consisten de
radiacién solar global y directa, humedad, velocidad de
viento, temperatura, presién atmosférica, y son registra-
dos y almacenados cada minuto en un datalogger Camp-
bell CR-10X. Las medidas de radiacién solar directa que
se emplean en este trabajo han sido obtenidas con un pi-
riheliometro Eppley modelo NIP incluyendo su sistema
de seguimiento solar.

La serie de datos de radiacién solar directa consiste
en aproximadamente 5 x 10° registros, y que datan desde
noviembre de 1999. Algunos dias tipicos de esta serie se
muestran en las figuras 1y 2.

La figura 1 muestra tres dias de radiacién directa

registrada en los primeros dias de abril del ano 2000, se
puede observar que la envolvente de esta curva tiene la
forma de una pardbola achatada, cuyo limite es una linea
recta de valor constante, que corresponderia al caso de
una atmdsfera totalmente transparente (sin absorcién y
sin dispersién).

Observando mas detalladamente el primer dia de es-
ta serie (figura 2), la radiacién solar se reduce o queda
cortada abruptamente a dngulos cenitales muy altos, es
decir a la salida y puesta del sol en el horizonte. Se
puede observar entonces que ésto depende unicamente
de la claridad de la atmésfera.

Para eliminar en las series de tiempo los momentos de
interrupcién o atenuacién de la radiacién directa debido
a la interposicién de nubes u otros fenémenos que hacen
sombra al detector, se ha modelado la envolvente del
registro anterior a una funcién potencial de exponente
par, de la forma:

27
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Figura 1. Registro de la radiacién solar directa en Cota Cota

durante los primeros dias del mes de abril del ano 2000.
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Figura 2. Registro de radiacién solar directa del dia 31 de
marzo del ano 2000 en Cota Cota, La Paz.

y:a+m§—nw (1)

Donde ¢ representa la posicién temporal en minutos co-
rrespondiente al medio dia, b ajusta la curva a los puntos
de salida y puesta del sol en el horizonte, a nos permite
ajustar la méaxima irradiancia solar diaria registrada, y
finalmente el exponente n conforma el ancho de la curva
hacia los valores maximos de la funcién.

Se ha realizado este proceso ajustando los valores de
los registros a la funcién eliminado los datos mas aleja-
dos, en un proceso iterativo hasta obtener los valores mas
altos en el coeficiente de correlacién. La figura 3 mues-
tra la funcién filtro aplicado a otro registro del mismo
grupo.

De esta manera realizando el proceso para doce dias
consecutivos por trimestre, se han obtenido una serie de
registros promedio para la radiacién solar directa por
periodo, de manera de obtener también promedios para
los coeficientes de atenuacién de la atmdsfera.

La figura 4 muestra los resultados de este proceso,
aplicado al primer grupo de registros (12 primeros dfas
del mes de abril del 2000). Se puede observar en este
grafico que las perturbaciones han sido completamente
filtradas.
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Figura 3. Registro de la radiacién solar directa con la funcién
filtro de perturbaciones.
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Figura 4. La radiacién solar directa en los primeros doce dias
del mes de abril del 2000.

2. EL MODELO DE CAPA ATMOSFERICA

El modelo tradicional de capa atmosférica plana (M.
Igbal p.97-99), presenta limitaciones hacia elevaciones
del sol muy pequenas, estableciendo una completa opaci-
dad de la atmésfera en estas posiciones, resultado que no
es satisfactorio, especialmente para las condiciones de la
mayor parte de regiones de nuestro altiplano, donde el
cielo es particularmente claro, la atmdsfera considera-
blemente seca una gran parte del ano, y en un terreno
practicamente plano. Con estas condiciones es previsible
tener valores de radiacién solar directa considerables con
el sol en el horizonte, tanto a la salida como a la entrada
del sol.

De esta manera, en lugar de una capa horizontal
plana, consideramos una capa de atmésfera en forma de
cuna, cuya altura es la elevacién de la atmésfera sobre
el punto de observacién, y cuya base es la mitad de la
secante a la atmoésfera que pasa por el punto indicado,
que a la vez es el punto tangente a la tierra en el mismo
lugar (fig. 5).

Por consideraciones trigonométricas, el camino
Optico a elevacién cero, o lo que es lo mismo, al angulo
cenital maximo, puede ser expresado en términos del ra-
dio de la Tierra (R), y la altura de la atmdsfera (h) en
la siguiente forma:

L=+h2R+h). 2)
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Figura 5. Diagrama de distancias para el modelo de cuna
propuesto. Se puede observar que la aproximacion a la trayec-
toria real es mayor a elevaciones menores.

Que se puede aproximar a:

L =V2Rh. (3)

Por semejanza de tridngulos:

h Yy
i 4
L L—-x 4
Luego:
S=va?+y? (5)
0 sea:

1
S=h|————]. 6
(%sen@—l—cosﬂ) (6)

Luego, la diferencia de camino 6ptico respecto al camino
cenital sera:

1
S_h_h<Qsen0+cose_1>’ @
donde:

h
=1/ —. 8
5R (8)
Luego, por la ley de Beer-Lambert aplicada a la irra-
diancia medida en funcién del incremento del camino

optico, tendremos:

Is = Iye ™ geemtvese 1) 9)

Donde m es el coeficiente de atenuacién por unidad
de distancia, e Ig la irradiancia medida en funcién del
angulo cenital conforme al movimiento diario del sol.

Cambiando mh por «, es decir, atenuacién por
unidad de columna atmosférica, y denominando z a la
expresion:

1
= (Qsen@ +cosf 1) ’ (10)

la irradiancia solar puede expresarse entonces como:

]S ::Ibeiam, (11)
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Figura 6. Dispersién de los registros y curva de ajuste para
el modelo propuesto.
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Figura 7. Dispersién de los registros y curva de ajuste para
el grupo de datos correspondiente al tercer trimestre.

que ajustando por minimos cuadrados a los datos reales
nos permitird determinar las constantes Iy y a. I es la
irradiancia cenital, y x es el aumento de la profundidad
atmosférica en otras posiciones del sol, en unidades de
columna atmosférica, es decir, de la profundidad éptica.

Debido a que a contiene en su expresiéon al término
h que se desconoce, () se estimard por un proceso itera-
tivo que dé como resultado el mayor coeficiente de co-
rrelacién.

3. RESULTADOS DEL MODELO

Para realizar el ajuste de los datos al modelo requeri-
mos determinar previamente el valor de (), que depende
de la altura de la capa de la atmdsfera. Para tal efecto
partiremos de la condicién de atmoésfera plana, () = 0,
incrementando gradualmente su valor hasta obtener el
mayor coeficiente de correlacién.

Realizado este proceso, las figuras 6 y 7 muestran
la dispersién de los datos y la curva ajustada para dos
de los grupos considerados. Como se puede ver en estas
graficas el ajuste es completamente satisfactorio, presen-
tando coeficientes de correlacién superiores a 0.9. La
Tabla 1 muestra los valores de Iy, la atenuacién corres-
pondiente, y el valor del pardmetro Q.

Tomando en consideracién el valor de la constante so-
lar, y los valores de I obtenidos anteriormente, podemos
determinar los coeficientes de atenuacién absoluta para
cada uno de los cuatro grupos considerados. Normalizan-
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TABLA 1

Irradiancia cenital (Iy) y atenuacién relativa ().

Iy((W/m?) | a(1/atm) | Q
1121,03 1,00 0,02
891,32 2,16 0,19
866,97 2,30 0,15
941,05 1,88 0,19

do éstos a la condicién de menor atenuacién nos permite
obtener los correspondientes coeficientes relativos para
los otros grupos.

4. CONCLUSIONES

Como se puede observar en las gréficas, el modelo re-
fleja satisfactoriamente los registros reales, observandose
que evidentemente sobre el horizonte o a elevaciones muy
reducidas la radiacién solar es apreciable.

Sin embargo los resultados obtenidos presentan

algunos problemas de interpretaciéon, como que siendo
el coeficiente de atenuacion relativo superior a 1, la ra-
diacién directa sobre el horizonte sea atin muy aprecia-
ble, ésto sugiere el efecto de una obstruccién a la ra-
diacién, muy localizada y orientada en la direccién de
la vertical, como podria ser la presencia de aerosoles y
otros contaminantes sobre la ciudad.
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RESUMEN

Se tiene un experimento hibrido en funcionamiento en el Monte Chacaltaya
(5200msnm, Bolivia) en cual se operan en forma simultdnea un arreglo de chubascos
atmosféricos, un calorimetro de hadrones y una cdmara de emulsiones. Con este conjun-
to se detecté un evento de tipo halo, con un area ennegrecida de cerca ~ lem sobre la
pelicula de rayos X de la cdmara de emulsiones, de la cual se extrajo informacién sobre
el halo (Epq, = 850TeV) y sobre las particulas de alta energfa de las componentes elec-
tromagnéticas y hadrénicas fuera del halo () E, = 632.5T¢V y S E\") = 278 8TeV
con un umbral de deteccién de 2TeV'). Los detalles de los hadrones de baja energia se
determinaron a partir de los datos del calorimetro de hadrones, y las caracteristicas del
chubasco acompanante (N, = 7.0 x 107, s = 0.59) se obtuvieron del otro arreglo. Se re-
construyd el evento sobre la base de los datos observados. Ademas, el evento observado
se compard con simulaciones, lo que apoya la conclusién que las interacciones nucleares
cambian sus caracteristicas en la regién de alta energia, lo que resulta en una divisién
muy marcada para cada energia.

ABSTRACT

An hybrid experiment to operate simultaneously an air shower array, an hadron
calorimeter and emulsion chamber is under way at Mt. Chacaltaya (5200m, Bolivia).
An event with an halo, a blackened area of ~ 1lem on X-ray film of the emulsion cham-
ber, was observed with the experiment. Information about the halo (Epq, = 850TeV)
and on high energy particles of electromagnetic and hadronic components outside the
halo (3" E, = 632.5T¢V and 3" E\") = 278 8TV with a detection threshold of 2TV
was obtained from emulsion chamber data. Details about low energy hadrons were
determined from the hadron calorimeter data, and characteristics of the accompany-
ing air shower (N, = 7.0 x 107, s = 0.59) were determined by the air shower array.
We reconstruct the event, based on the observed data. The event is compared with
simulated events, which supports the conclusion that nuclear interactions change their
characteristics in the high energy region so as to result in stronger energy subdivision.

1. INTRODUCCION de las particulas primarias que los originaron, ademads

Los estudios sobre las estructuras de los chubascos
atmosféricos, como el desarrollo de sus componentes
(hadrones, electrones y fotones, muones) asi como la in-
terrelacién entre ellas, en el rango (10*® — 10'7)eV, son
importantes porque proveen claves sobre la identidad

de informacién sobre las interacciones nucleares de alta
energia. Los estudios sobre el desarrollo de los chubas-
cos son especialmente importantes para tratar de identi-
ficar particulas primarias sean rayos gamma, protones o
nucleos pesados. La relacién entre las componentes del
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chubasco es la tnica fuente de informacién en la regién
energética por encima de los 10'%eV. La informacién que
se obtiene del estudio de los chubascos atmosféricos estd
relacionada a la region frontal de las particulas en coli-
sién, a la cual no se puede acceder en los experimentos
realizados con los aceleradores.

En un experimento tipico de chubascos atmosféricos,
los detectores consisten en un arreglo para medir la
densidad o el tamafo del chubasco (la cantidad de
particulas cargadas en el chubasco) y también detectores
de hadrones o de muones para medir las otras compo-
nentes del chubasco. La informacién sobre la estructura
de los chubascos atmosféricos es limitada en los arreglos
convencionales para detectar chubascos debido a que la
energia umbral de las particulas detectadas es muy baja.
Por ejemplo, el tamafio del chubasco atmosférico (que
incluye a todas las particulas con energia £ > 0 sélo
depende de la energia de la particula primaria, pero no
de la naturaleza de ésta, o del mecanismo de las reac-
ciones nucleares, etc '. Las particulas con energfas més
altas nos dan informacién mas directa sobre el origen y
la estructura del chubasco atmosférico.

Las camaras de emulsién permiten la deteccién de
particulas de alta energia (superiores a 1TeV) de la com-
ponente electromagnética (fotones y electrones, referidos
de aqui en adelante como rayos gamma) y la componente
hadrénica. Ademds, permite medir la posicion y la ener-
gia de estas particulas con gran precisién (Az = 50um
y AE/E = 20%). De ahi que un experimento hibrido
operando simultdneamente una cdmara de emulsiones y
un arreglo para chubascos, tiene grandes beneficios para
el estudio de la estructura de los chubascos atmosféricos.
Un experimento de ese tipo se lleva a cabo en el Monte
Chacaltaya (5200msnm, Bolivia) [1,2]

El experimento actual permite un estudio efectivo de
la estructura de los chubascos atmosféricos, de las inter-
acciones nucleares que inician el chubasco y del nimero
masico de las particulas primarias del rayo césmico.

Un resumen de estos aspectos es:

(1) Un chubasco atmosférico con un tamaflo mayor
a 107eV siempre estd acompafado de una “fami-
lia”, un haz de rayos gamma de alta energia y de
hadrones que se detectan con la cadmara de emul-
siones.

(2) En la regién de tamaifios pequefios, un chubasco at-
mosférico puede o no estar acompanado de una fa-
milia, dependiendo de las fluctuaciones del chubas-
co. Esta es la razén por la cual no se encuentra una
correlacion fuerte entre el tamafio del chubasco at-
mosférico y la energia de la familia (que es la energia
total observada para la familia). O sea, las energias
de las familias tienen una amplia distribucién para
un tamano dado del chubasco atmosférico.

LPor supuesto, esto no es un problema. El tamafio del chubasco
atmosférico a la altura de su maximo desarrollo nos da una muy
buena medida de la energia de la particula primaria que inicié el
chubasco.

Il cm

Figura 1. El halo y las cascadas en la pelicula de rayos X
a una profundidad de 7emPb en la cdmara de emulsién. El
halo alcanza su méximo desarrollo a esta profundidad.

(3) Las cantidades promedio de los rayos gamma de alta
energia y de los hadrones en el chubasco atmosférico,
segln lo observado con la caAmara de emulsiones, no
se pueden describir por las simulaciones de la propa-
gacién de los rayos cosmicos en la atmésfera. Estas
simulaciones suponen verdaderos los modelos UA5
[3], QGSJET [4], VENUS [5] y HDPM [6] para las
interacciones nucleares de alta energia. Esta con-
clusién vale independientemente de la hipdtesis so-
bre la intensidad del rayo césmico primario, dada la
naturaleza hibrida del experimento.

(4) El anterior punto (3) nos indica que la subdivisién
por energia durante el desarrollo del chubasco es
mas fuerte que lo supuesto por las simulaciones.
Entonces, una composicién quimica més pesada del
rayo césmico inicial (que es un proceso posible pa-
ra dar una mayor subdivisién energética) no puede
describir completamente la discrepancia entre los
datos experimentales y los eventos simulados. Lo
mas probable es que la interacciéon nuclear cambie
sus caracteristicas de manera tal que la subdivisién
energética sea mayor en la region de altas energias.

(5) El valor promedio del nimero maésico de los rayos
césmicos primarios es < [nA >= 2.8 £ 0.5 para las
energias cercanas a 10%eV. Este valor es indepen-
diente de los detalles caracteristicos de las interac-
ciones nucleares de alta energfa.

Durante el analisis descrito se ha excluido un even-
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to de alta energia que es del tipo “halo” de ~ lem de
didmetro al centro de la familia, rodeado de varios otros
chubascos distribuidos alrededor y ocupando un area de
10cm de didmetro (figura 1). Un halo se define como la
region ennegrecida de una placa de rayos X que tenga
mads de lem de didmetro, lo que no puede ser produci-
do por un unico rayo gamma que arribe a la cdmara de
emulsién. Debido a esa causa, el proceso rutinario de
analisis de los datos de la cAmara de emulsién no se apli-
ca a los eventos de tipo halo, y mas bien se requiere un
analisis especial, como el que se reporta en este trabajo.

Los eventos de tipo halo fueron identificados como
tales desde 1969 con la cdmara de emulsiones en Cha-
caltaya, en el experimento conjunto de la Colaboracién
Brasil-Japén [7]. El primer evento detectado fue bautiza-
do como Andrémeda, y tenia un halo de 5em de didmetro
con varios cientos de chubascos inducidos por rayos ga-
mma y por hadrones. Los chubascos se distribuyeron en
una region de 10c¢m de didmetro alrededor del halo. La
energfa total del halo fue estimada en 2 x 10'%¢V. Desde
entonces mas de diez eventos de ese tipo se han registra-
do en una serie de exposiciones en el Monte Chacaltaya.
El presente trabajo es el primer paso de nuestro analisis
extensivo de los eventos de tipo halo, incluyendo a los
detectados por la Colaboracién Brasil-Japén. La base
de este trabajo estd en la disponibilidad de los datos,
tanto del arreglo para chubascos atmosféricos como de
la cAmara de emulsiones.

2. ARREGLO EXPERIMENTAL
2.1. Arreglo para los chubascos atmosféricos

El Arreglo para los chubascos atmosféricos consiste
en cinco detectores de tiempo rapido y 35 detectores de
densidad (31 de los cuales son de 0.25m? y 4 de 1m?),
siendo que todos utilizan un plastico de centelleo. Los
detectores de densidad estan esparcidos en un area circu-
lar con 50m de radio [1]. La condicién umbral para que el
evento sea registrado es que cualquiera de los detectores
de avanzada presente una densidad de nj > 103.

Los detectores de densidad nos proveen con la dis-
tribucién lateral de la densidad de particulas cargadas
dentro del chubasco atmosférico, y a partir de esa dis-
tribucion, se estiman tanto el tamano como la edad del
chubasco mediante el ajuste a funcién NKG para la dis-
tribucién lateral.

Los detectores de avanzada nos informan sobre el
tiempo y la direccién de arribo del chubasco.

2.2. El calorimetro de hadrones

El calorimetro de hadrones consiste de 32 plésticos
de centelleo (cada uno de 50cm x 50cm x 5¢m) colocados
debajo de la camara de emulsién, la cual contiene un
espesor de 15cm de plomo. Los centelleadores nos dan un
mapa de la densidad de las particulas cargadas y a partir
de éste se obtiene la distribucién lateral de las particulas
cargadas por debajo de la capa de plomo. El método
para hallar el centro de la distribucion esta descrito en
la literatura [2].

Las particulas cargadas que son detectadas por
el calorimetro de hadrones estdn producidas por los
hadrones que llegan a la cdmara de emulsién, ya que
todos los rayos gamma que arriban a la misma son ab-
sorbidos por la placa de plomo de 15¢m de espesor. Por
tanto, es posible estimar el espectro de energia de los
hadrones que inciden en la cAmara de emulsién, a partir
de la distribucién lateral de las particulas cargadas [2].

Un evento que se puede observar en el calorimetro de
hadrones se denomina “explosién” (burst). La relacién
entre los chubascos atmosféricos y las explosiones, que se
miden con detectores independientes, viene dada a partir
de la coincidencia de sus tiempos de arribo.

2.3. La camara de emulsion

La cdmara de emulsién consiste en capas alternadas
de placas de plomo metdlico y peliculas de rayos X. La
cadmara utilizada aqui tiene 32 bloques (cada uno de
50cm x 50cm) y contiene 15¢m de espesor de plomo.
Las placas sensibles (pelicula de rayos X) se colocan de-
bajo de cada centimetro de plomo, excepto por la mas
proxima a la parte alta, que queda vacia.

Los rayos gamma de alta energia que llegan a la
camara, producen chubascos de electrones dentro de la
camara, a través de interacciones electromagnéticas en
cascada. Por otro lado, los hadrones producen una com-
ponente electromagnética a través de la colisiones h— Pb,
que originan cascadas de electrones. Las cascadas de
electrones, independientemente de su origen, aparecen
como pequenos puntos negros sobre las placas de rayos
X al ser reveladas. Como una cascada se desarrolla a
través de varios centimetros, es detectada por varias pla-
cas sucesivas de rayos X.

La opacidad (D) (también llamada “oscurecimien-
t0”) de los puntos de la cascada se mide con un micro-
fotémetro de apertura 200pum x 200pm. La forma en
la opacidad se desarrolla respecto de la profundidad al-
canzada, se denomina curva de transicién, y nos permite
estimar tanto la energia como el punto de inicio At de
la cascada dentro de la cdmara, apoyados en la teoria de
cascadas [9]. El umbral de deteccién de las cascadas estd
alrededor de 17eV, dependiendo de las condiciones ex-
perimentales. Debe notarse que la energia observada en
la cascada inducida por un hadrén E,(LA’) no es la energia
del hadrén Ej, sino que es la energia de los rayos gamma
producidos en la colisién del hadrén con un dtomo de
plomo, o sea, E,(LW)
del rayo gamma.

La separacién de los chubascos electromagnéticos y
hadrénicos se puede realizar a partir del punto de inicio
del chubasco, ya que los recorridos libres medios son muy
diferentes dentro del plomo, que respectivamente son de
Xo = 0.57cm (la longitud de radiacién) y de Mooy =
18.0cm (el recorrido libre medio del nucleén).?

= k,E}y, donde k, es la inelasticidad

2Nétese que los chubascos inducidos por hadrones que tienen
puntos de inicio a poca profundidad quedan clasificados como rayos
gamma.
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Figura 2. La distribucién lateral de la densidad de particulas
cargadas por debajo de la cdmara de emulsién con 15cmPb,
tal como se detecta con el calorimetro de hadrones. Se ha
realizado un ajuste de la forma ny, = A(r/ro)~%, con rq =
1m, sobre la distribucion.

Cuando el centro de un chubasco atmosférico gol-
pea a la camara de emulsion, ingresa a ésta un haz de
particulas de alta energia, tanto electromagnéticas como
hadrénicas. Las particulas producen a su vez una can-
tidad de chubascos con trayectorias paralelas dentro de
la cdmara. Este conjunto de trayectorias se denomina
como una “familia”.

Un evento de tipo halo se produce por una familia de
muy alta energia, en la cual los chubascos de alta energia
quedan colimados en una regién cerca al centro, lo que
significa que en un halo se produce la superposicién de
puntos de los chubascos.

Como no se tiene informacion sobre el tiempo de arri-
bo de las familias, se las relaciona con sus explosiones
respectivas a través de la cercania de sus centros y la
magnitud de sus tamaos [1].

3. DESCRIPCION DEL EVENTO

El arreglo para los chubascos atmosféricos, el
calorimetro de hadrones y la cdmara de emulsién ob-
servan diferentes aspectos del evento de tipo halo que se
analiza aqui, y a continuacién se dan los detalles:

TABLA 1

Parametros del chubasco atmosférico del evento actual.

Tiempo de arribo 20:59 13 Feb 1985
Direcciéon de arribo® | § = 8.3°, ¢ =24.7°
Tamano N, =7.03 x 107
Parametro de edad s =0.59

®Los ejes ,y para la direccién de arribo se muestran en
la figura 1.

3.1. El arreglo para los chubascos atmosféricos

Los datos obtenidos por el arreglo para chubascos
atmosféricos se muestran en la tabla 1.

3.2. El calorimetro de hadrones

La figura 2 muestra la distribucién lateral de la den-
sidad de las particulas cargadas por debajo de los 15¢cm
de plomo, tal como se detectaron con el calorimetro de
hadrones.

La distribucién se puede aproximar por:

ny(r) = A <—>_a, donde ro=1m, (1)

tomando A = 2.79 x 10° (particulas m~2) y a = 3.77
sobre un intervalo espacial de r = (0.5 — 5)m. Se tomé
1.10m como la distancia entre el centro del chubasco y
el centro de la explosién.

3.3. La camara de emulsion

No se tiene incertidumbre al identificar la explosién
correspondiente a la familia analizada por que es simple-
mente el evento de mayor energia entre los detectados.
La distancia entre el centro de la familia y el de la ex-
plosién es de 20cm.

(i) Halo. El evento analizado llegd a esquina superior
derecha de un bloque (50cm x 50cm) de la camara
de emulsién con dngulos 8 = 7.9° y ¢ = 64.9° por lo
que el halo del centro de la familia comienza a ser
difuso a los 10cm de plomo, abandonando la cAmara
después de una profundidad de 13¢m Pb. Sin embar-
go, esto afecta muy poco a las conclusiones sobre
las caracteristicas del halo, ya que éste alcanza su
maximo desarrollo a una profundidad de ~ 7em Pb.

La opacidad del halo se midi6 paso a paso sobre
un area de lem? utilizando el microfotémetro de
apertura 200pum x 200pum. Los puntos de medida
forman un arreglo de 21 x 21 de una méscara de
500um de lado que se colocé sobre el halo.

La figura 3 muestra la distribucién de la opacidad
del halo a una profundidad de 7emPb, que es la
de mayor desarrollo del halo dentro de la camara
de emulsion. Es facil ver que el halo contiene dos
nicleos marcados como A y B.
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Figura 3. Lineas de nivel ( 1 div.= 500um) de la opacidad D
del halo a una profundidad de 7emPb, donde el halo alcanza
su méaximo desarrollo. Los pasos de los contornos son D =
0—1.0,1.0 — 2.0, ... . Se puede observar la presencia de dos
nicleos A(11,8), B(12,14).
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Figura 4. La funcién de distribucién lateral de la densidad de
electrones a lo largo de la linea que conecta los dos nicleos A
y B a una profundidad de 7cmPb; donde la cantidad total de
electrones llega a su méximo. La linea (1) es la distribucién
del niicleo A, que es el mejor ajuste a los datos experimen-
tales, y la linea (2), la correspondiente al nicleo Bj; que se
obtiene restando la distribucién de A de la distribucién ob-
servada (véase el texto para los detalles). La linea (3) es la
correspondiente a una cascada electromagnética (s = 1).

La opacidad D puede convertirse a densidad elec-
trénica p (electrones em=2) mediante las siguientes
relaciones:

p=5.236x 10°D"""" (D < 2.0) (2)

p = 3.846 x 10°D*%17(D > 2.0) (3)

las cuales se obtienen a partir de la curva carac-
teristica par la pelicula de rayos X [10].

La figura 4 muestra la distribucién lateral de la den-
sidad electrénica del halo a 7cm Pb de profundidad.
El eje x va a lo largo de la linea que une los nicleos
Ay B, con el origen puesto en el niicleo A.
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Figura 5. La curva de transicién para la cantidad total de
electrones del halo. Esta se obtiene por integracién de la
distribucién de densidad electrénica para cada profundidad
en la cdmara. La densidad de electrones después de 10cmPb
estd subestimada por el hecho de que parte del halo abandona
la cdmara de emulsién. Las curvas corresponden a energias
de incidencia de los rayos gamma de E, = 5, 10 y 20 TeV,
multiplicadas respectivamente por los factores n, = 145, 75
y 36.

Al integrar la distribucién lateral de la densidad
electrénica del halo, se obtiene la cantidad de elec-
trones en el halo, para cada profundidad de la
camara, o sea:

N(t) = /0 " (e 2 )

donde ¢, es la distancia desde el centro del halo
hasta el punto para el cual la opacidad D es tan baja
como el limite de deteccién Dy, = 0.1. La figura 5
muestra la curva de transicién de la cantidad total
de electrones en el halo. La curva de transiccién
alcanza su maximo desarrollo a t ~ 7Tem Pb. Noétese
que la cantidad de electrones después de 10cmPb
estd subestimada debido a que parte del halo ya
estd fuera de la pelicula de rayos X.

(ii) Chubascos individuales fuera del halo. La tabla 2 da
un resumen de los chubascos fuera del halo, con un
umbral de energia de Ey, = 2TeV. Del conjunto de
los chubascos detectados, se considera que aquellos
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TABLA 2

Rayos gamma y chubascos inducidos por hadrones fuera del halo.*

Chubascos (Ei, = 2.0TeV)

Rayos gamma

Inducidos por hadrones

Cantidad

176 40

Energfa total (TeV)

SN E, =635.2

S E) =278.82

“Los valores de esta tabla se obtienen luego de multiplicar por un factor 4 (véase el texto).
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Figura 6. Espectro de energias de los rayos gamma y de
los chubascos inducidos por hadrones fuera del halo. Las
barras de error representan +./n donde n es la cantidad de
chubascos después de multiplicarse por el factor 4 (véase el
texto). Noétese que ambos espectros estan distorsionados en
la regién de altas energias porque la mayoria de los chubascos
de altas energias estan localizados dentro del halo y no se los
detecta.

cuyo punto de inicio sobrepasa los 3cmPb (es decir
At > 3emPb) se clasificardn como hadrénicos.

Debido a que el evento pegd sobre la esquina su-
perior izquierda de un bloque (50cm x 50cm) de la
camara de emulsién, parte de la familia se perdié
por caer fuera de la cdmara. Entonces, al calcular
el espectro de energia de los chubascos inducidos
por hadrones o rayos gamma, multiplicamos por un
factor 4 a los chubascos ubicados en el cuarto cua-
drante (es decir, ¢ = 270° —360°) del plano zy cuyo
origen estd en el centro del halo y cuyos ejes son
paralelos a los bordes de la pelicula de rayos X.

La figura 6 muestra los espectros de energias de
los chubascos inducidos por rayos gamma y por
hadrones que estan fuera del halo. Né6tese que los es-
pectros estan distorsionados en las regiones de alta
energia debido a que los chubascos dentro de la re-
gién del halo, de los cuales la mayoria tiene energias
altas, no son detectables por interferencia del halo.
Considerando que los rayos gamma tienen un rango
caracteristico de varios TeVcm en el Monte Chacal-
taya (540gcm ™2 de profundidad atmosférica)® y que
el halo tiene un ensanchamiento lateral de 0.5cm, el
espectro de los rayos gamma es distorsionado en la
region energética por arriba de ~ 107eV.

4. ANALISIS

Se examina la hipétesis de trabajo de que tanto el
halo como los chubascos fuera del mismo se originan por
un haz de rayos gamma de alta energia del nicleo del
chubasco atmosférico. Esto significa que los rayos ga-
mma de energia relativamente alta produjeron el halo
en la cdmara de emulsién y aquellos con menor energia
terminaron fuera del halo, debido a que la distribucién
lateral de los rayos gamma varia aproximadamente en
forma inversa con la energia.

4.1. Halo
4.1.1. Cantidad total de electrones en el halo

Se consideran dos casos en los cuales los rayos gamma
producen un halo: (1) rayos gamma con energia fija y
(2) rayos gamma con una distribucién de energias.

(1) Un halo de rayos gamma con energia fija E,. Es
evidente que la curva de transicién que se muestra
en la figura 5 no puede describirse por un inico rayo
gamma que llega hasta la cdmara, por lo que se
supone que el halo fue producido por una cantidad
n, de rayos gamma, con una misma energia F,.
De acuerdo con la teoria de cascadas [9], la energia
E, del rayo gamma y la profundidad del desarrollo
maximo, estan relacionadas por:

E
In=— ~ tmax 5
nE ®)

3Los valores promedio de (E2r?) para los rayos gamma y
hadrones en el Monte Chacaltaya estan en la tabla 3. Son valores
calculados en forma analitica [11].
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TABLA 3
(E?r2)(TeVem)®
Ey/E =10* | Ey/E = 10° Observacion
Rayos gamma 53~ 9.5 E;Xo =1.2(TeVem)
Hadrones® 140 ~ 42 120 ~ 38 (p1)Acotr = 48(TeVem)

“Los valores a y b, escritos como a ~ b, son los valores correspondientes a diferentes alturas del primer punto
de interaccién. a:al tope de la atmoésfera y b: cuatro caminos libre medio que recorre el nucleén desde el tope
(= 320gcm—2).
bExiste la relacién <(Ef(;{))21“2> = k2(E;r?®) donde Ej y E,(LA’) son la energia del hadrén y la del chubasco inducido. El
factor k, es la razén entre la energia del rayo gamma y la energia incidente, producto de la produccién multiple de

particulas, con un valor promedio de (k,) = z.

1
4

TABLA 4

Energfa incidente E, y la cantidad de rayos gamma n. considerados para describir la curva de transicién del halo.

Energia del rayo E,(TeV)

) 10 | 20

Cantidad de rayos gamma n,
Energia total estimada en el halo Epq;,(TeV) | 725 | 750 | 720

145 | 75 | 36

donde ¢ = 7.4(MeV) es la energia critica del Pb.
Entonces, se tiene que:

E, = celme= = 8.9TeV (6)

va que e = 7cm para el plomo. La figura 5 mues-
tra las curvas de transicién para la cantidad total de
electrones para los n, rayos gamma que inciden con
energias E, = 5,10,20TeV. La cantidad de rayos
gamma que se muestra en la tabla 4 se ha estimado
por comparacion de la curva de transicion del halo
con la curva equivalente para un tnico rayo gamma
con la misma energia E.,.

La energfa total del halo es Epqo = (720 —750)TeV
a partir de la tabla 4. No se puede suponer que
la Epqio es la energia de la familia dentro de la re-
gion del halo, que fue definida aqui como la suma
de las energias de los rayos gamma que estan por
encima de la energia umbral de 2TeV, debido a que
los rayos gamma con energias menores a 27eV pero
localizados dentro de la regién del halo, también
contribuiran a la opacidad del mismo.

Un halo de rayos gamma con un espectro de ener-
gias. Suponer que los rayos gamma que llegan a la
cdmara de emulsién tienen la misma energia E. no
es un cuadro realista, por lo que para poder discu-
tir el caso en el cual las energfas de los rayos in-
cidentes estan distribuidas, debemos empezar con
la distribucién lateral de energias de esos rayos ga-
mma.

Supongamos que la distribucién lateral de energias
de los rayos gamma dentro el chubasco atmosférico

puede describirse por la siguiente férmula:

—y—1
(B, r)dE = 20 (L) a8 g (1 - g
(E. =1TeV),

(7)
donde K es una constante que expresa la distribu-
cién lateral de los rayos gamma y 6(z) es la fun-
cién escalén (véase el Apéndice A). La distribucién
es una aproximacion a la funcién tridimensional de
cascada [9], y por tanto es util para describir los
rayos gamma, dentro del chubasco atmosférico. Es-
tos son el producto de las procesos nucleares y elec-
tromagnéticos en la atmdsfera, pero los valores de
las constantes difieren. Se considera que los rayos
gamma con energia E estan distribuidos en forma
uniforme sobre una drea circular de radio K/E,
es decir, que los rayos gamma con menor energia
estan mas lejos del centro. Al integrar la distribu-
cion respecto de la distancia radial r, obtenemos el

espectro de energia de los rayos gamma (véase el
Apéndice A):

w(E)7E)

El promedio de la distribuciéon lateral estd dado por:

(B*r?) = 1 /00 dE /00 2rdrE*r*F,(E,r) = K—2

N T
E 0

9

donde N es la constante de normalizacion.

A partir de la ecuacién (7) los rayos gamma de la
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TABLA 5

Valores de 7y, Ng y Ej, dentro del espectro de energia de los rayos gamma (ecuacién (7)) que se usan para el ajuste
de la curva de transicién del halo.

Indice v | Energia critica Eg(TeV) | Cantidad N, de rayos gamma | Energia del halo E};,(TeV)

5 4.3 x 102 7.7 x 107

1.5 10 6.7 x 102 8.5 x 102
20 — —

5 6.2 x 102 6.9 x 102

1.75 10 1.2 x 103 8.0 x 102
20 — —
5 — _

2 10 1.8 x 103 7.2 x 102

20 3.8 x 10° 7.6 x 102
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Figura 7. Curvas de transicién para la cantidad total de
electrones en el halo. Se ha asignado un espectro de energfa
o« E~""1dE a los rayos gamma, que inciden sobre la cdmara
de emulsién con energia F, y que estan distribuidos uniforme-
mente sobre un &rea circular de radio K/E. El halo es pro-
ducto de los rayos gamma que estdn dentro de ese radio R.
Las curvas (1), (2), (3) corresponden a los casos de v = 1.75
y K/R =5, 10, 20 TeV, respectivamente.

region del halo (dentro de un radio R) tienen un
espectro de energia como:

: E\ "' dE
FU™(E)dE = yNy | — —
e = (5) 5

1, st E> FER
X B2 .
si E < Ep,

2
2F)

(10)

donde Er = K/R es la energia critica relacionada
al radio del halo (véase Apéndice A).

La curva de transicion de la cantidad total de elec-
trones debidos a esos rayos gamma viene dada por:

_ .
Ne(t) = vNo (5—2) s (£2)

X [1 + %] a1 (8) K1 o(s, —s)er ()t

(11)

El proceso de derivacion de la ecuacién (11) se mues-
tra en el Apéndice B. Tanto la energia critica Eg,
el exponente v y la cantidad de rayos gamma Ny se
pueden determinar ajustando la curva de transiciéon
de la ecuacién (11) a una curva experimental. Los
resultados de este proceso se muestran en la tabla
5. la figura 7 muestra un ejemplo de este tipo de
ajuste entre la curvas experimental y la calculada.

La energia total del halo es:

Ehato = EF\"™(E)dE
0
_ g (ERY [ 2 (12)
EC Y= 1 3— Y ’

la cual estd tabulada en la tabla 5, para diversos
valores de v y de Eyp,.

Claramente se ve que ninguno de los casos conside-
rados produce un buen ajuste, lo que serd discutido
mas abajo, en relacion con el espectro de energia de
los rayos gamma fuera del halo.
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4.1.2. Nucleos de alta energia dentro del halo

Tal como se mencioné en la seccién 3.3, existen dos
nicleos de alta energia (A y B) dentro del halo. Se traté
de estimar sus energias usando la distribucién lateral de
la densidad electrénica para ambos nicleos de la figura
4.

Esas distribuciones se obtuvieron de la siguiente ma-
nera:

(1) La distribucién para el nicleo A se obtiene del lado
izquierdo, ya que esta regién no esta afectada, o lo
estd en poca medida, por la distribucién del nicleo
B.

(2) Suponiendo una distribucién simétrica para el
nicleo A, se resta la distribucién obtenida de la dis-
tribucién del lado derecho del niicleo A.

Al integrar las distribuciones laterales de los niicleos
Ay B, obtenemos que la cantidad de electrones en los
nicleos son N.(A) = 8.1 x 105 y N.(B) = 2.3 x 10%;
por tanto, suponiendo que N.(A)/N.(B) = E4/Ep, se
obtiene 4 = 730TeV y Ep = 20TeV respectivamente.

Es de interés verificar si la distribucién de electrones
en los respectivos nucleos es 0 no consistente con la dis-
tribucién de la cascada electromagnética de la cdmara
de emulsién. La curva tipo cadena de la figura 4 es
la distribucién de la cascada al méximo del chubas-
co (s = 1) con una cantidad total de electrones de
N(A) = 8.1 x 10°. Resulta entonces que la distribu-
cién experimental es consistente con la cascada electro-
magnética. Sin embargo, no es ficil realizar una dis-
cusién cuantitativa debido a que se necesita la distribu-
cién sobre una regién mas amplia, para poder obtener

(r*).

4.1.3. Distribucion lateral del halo

Este evento no es el adecuado para discutir si la dis-
tribucién lateral de la densidad de electrones del halo
es o no consistente con la cascada electromagnética den-
tro de la cdmara de emulsién, debido a que existen dos
nicleos A y B, separados por 3.2mm.

4.2. Rayos gamma fuera del halo

A partir de la ecuacién (7), los rayos gamma fuera del
halo tienen el siguiente espectro de energia en su forma
integral (véase el Apéndice A):

-7 v v 2
() - ()] -2 () - (£) ]}
(para E < ER),
(13)
donde Er = K/Ry R es el radio del halo. El espectro de
energfa es 0 para E > Eg y converge hacia No(E/E¢c)™"
cuando E <« K/R. Es decir, que todos los rayos gamma
con energias £ > K/R estan dentro de la regién del halo
(de radio R) sin poder ser detectadas. El espectro estd
practicamente libre de pérdidas de deteccion en la region
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Figura 8. Espectro de energia de los rayos gamma fuera del
halo. Las lineas sélida, punteada y de guiones representan
respectivamente a los casos en que v = 1.5, 1.75 y 2.0. Las
letras (a), (b), (c) junto a las curvas son para los casos de
K/R =5, 10 y 20 TeV, respectivamente.

de bajas energias, ya que la mayoria de los rayos gamma
de baja energia quedaron fuera de la regién del halo.

La figura 8 muestra el espectro de energias de los
rayos gamma fuera del halo junto con el espectro calcu-
lado con la ecuacién (13), para los valores de Ny de la
tabla 5. Se puede observar que el caso de v = 1.5 con
K/R = 10(TeV) coincide con los datos experimentales.
Al utilizar v = 1.5 obtenemos una energia para la familia
(con una energfa umbral Ey, = 2TeV) de:

% EN "' [ E
= [ BN (_> d(—)
Z Bo | \Ec Ec
Y Eyp, 7 3
= ——NoEy, | — =14 x 10°TeV. 14
2 Nofu (72 X 10°TeV. (1)
El valor obtenido es congruente con la suma de la
energia del halo Ejqjo = 8.5 x 102TeV y la energia fuera
del halo Y~ E, = 6.4 x 10*°TeV (de la tabla 2). Como el
radio del halo es R = 0.5¢m, la constante para el ensan-
chamiento lateral de los rayos gamma es K = 5TeVcm,
que viene de la relacién E/R = 10TeV. Este valor es
compatible con los dados en la nota 3.

4.3. El calorimetro de hadrones

Podemos estimar la distribucién de energia de los
hadrones (x E~7"'dE) que inciden sobre la cdmara,
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TABLA 6

Supuestos bdsicos para las simulaciones.

Programa de computacién

CORSIKA (ref. 12)

Modelo de interaccién nuclear

QGSJET (ref. 4)

Espectro de energia de los rayos césmicos primarios

x E=P~1dE (B = 1.8 a 10%¢V)

Composicion

Normal (ref. 13)°

@ p(42%), He(17%), CON(14%), pesados(14%), Fe(13%) a 10'5eV .

a partir de la distribucién lateral de la densidad de
particulas cargadas (o< 7~%) medida con el calorimetro
de hadrones [2]. El indice espectral 7 estd relacionado
con el valor de la pendiente a por

a=p—-7+2, (15)

donde B ~ 1.0 se debe a la relacién entre la energia de
los hadrones y la cantidad de las particulas cargadas,
a una profundidad de 15¢cmPb. Entonces, se tiene que
a < 3.0 para v > 0, mientras que en el presente caso
a = 3.77. Esto podria indicar que los hadrones que
inciden sobre la cdmara tienen una distribucién lateral
empinada que puede ser descrita por una distribucién
del tipo de la ecuacién (7). Este asunto serd discutido
més adelante, junto con otros eventos que también tienen
valores elevados de « en la ref. [2].

5. RESUMEN Y DISCUSION

(i) Se realiz6 un andlisis detallado de un evento de alta
energia con halo. Este evento es el primer caso en
el que se observaron en forma simultanea el halo y
el chubasco atmosférico.

El halo y los rayos gamma fuera del mismo se
describen por los rayos gamma dentro del nicleo
del chubasco atmosférico, el cual tiene un espectro
de energfa como: No(E/Ec) ""Yd(E/Ec) (Ec =
1TeV), con Ny = 6.7 x 10?2, v = 1.5 y el ensan-
chamiento lateral queda caracterizada por la cons-
tante K = 5TeVem.

Aqui no se presenta una discusién sobre la distribu-
cion lateral del halo, debido a que el halo consiste
bésicamente de dos nicleos. Si se hubiera considera-
do tal cosa, se podria haber terminado con un valor
de constante K diferente a la de los rayos gamma
fuera del halo.

(ii) Sigue una discusién sobre la precisién de la de-
terminacién del centro (o nicleo) del chubasco
atmosférico, con varios detectores del arreglo, el
calorimetro de hadrones y la cAmara de emulsion.

El error en la posicion del niicleo del chubasco deter-
minado por el arreglo es de 0.5m, con una dispersién
o = 0.3m [1,14], que se obtiene por simulacién con-
siderando la configuracién del arreglo de detectores.
Una pequena parte del error proviene del hecho de
que los detectores de densidad estan agrupados en

(iii)

forma més densa en la porcién central del arreglo y
que se toman en cuenta los chubascos cuyos nicleos
estan dentro de una region circular de 20m de radio
centrada en el arreglo de detectores. La probabili-
dad de que la diferencia de las posiciones del nicleo,
estimada por el calorimetro de hadrones y por el
arreglo de detectores, sea del orden de (1.1 £0.2)m
es de:

folj ﬁewp [—%] dx = 0.09.

El error en la posicién de la explosién determinada
por el calorimetro de hadrones es de 23c¢m con una
dispersién de 16¢m, que se obtiene en forma experi-
mental por comparacién entre la posicién del niicleo
segln el calorimetro y segin la cdmara de emulsién
[2].

El movimiento de los centros de energia, estimado
a partir del halo, y de los rayos gamma fuera del
mismo, no se puede discutir aqui porque los rayos
gamma exteriores al halo no fueron detectados en su
totalidad debido a la cercania del borde de la placa.

Es interesante observar si el evento analizado es con-
sistente con las simulaciones, las cuales se realizaron
con las hipétesis dadas en la tabla 6. Los eventos se
simularon hasta el arribo a los detectores, de mane-
ra tal que si la familia produce o no un halo en la
camara de emulsién es algo que no se vio aqui.

Se seleccionaron 125 eventos con un tamafo de
chubasco de N, = (0.5 ~ 1) x 10® de todas
las simulaciones corridas. Las energias primarias
Ey de esos eventos tienen una distribuciéon con
promedio (logEp(eV)) = 8.04 y una dispersién
o(logEy(eV)) = 0.10.

La figura 9 muestra la distribucién de la energia de
la familia )" E., (con una energia umbral de detec-
cién Ey, = 2TeV) de los eventos simulados, y tam-
bién el valor para el caso analizado. Se observa que
> E, esta en el centro de la distribucién. También
es notable el hecho de que el espectro de energia de
los rayos gamma estimado para el halo y fuera del
mismo sea consistente con la simulacién.

Se puede dar alguna pauta sobre el tipo de particula
primaria que habria iniciado el chubasco analizado.
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Figura 9. Distribucién de la energfa de las familias () E,)
de los eventos simulados.

La energia total de los rayos gamma dentro de la re-
gién del halo (R < 0.5¢m), y por encima del umbral
de deteccion Ey, = 2T eV es:

S B, = | EFU™(E)E =83x10°TeV, (16)

r<R Etn

donde se fijé el valor K/R = 10TeV a partir del es-
pectro de energia de los rayos gamma, fuera del halo.
En la muestra de 125 eventos existen ocho de ellos
cuya energia de rayos gamma dentro de la regién del
halo estéd entre 6407eV y 10007eV. Las particulas
primarias de esos eventos son protones en cinco ca-
sos (63%), una particula alfa en un caso (13%) y
un niicleo CON en dos casos (25%). Nétese que los
125 eventos son consistentes con la composicién de
entrada, es decir, 56 protones (45%), 18 particulas
alfa (14%), 11 CON (9%), 14 Mg (11%) y 26 Fe
(21%), 1o cual no es sorprendente ya que el chubasco
atmosférico en su maxima extensién depende prin-
cipalmente de la energia de incidencia y en menor
grado de las interacciones nucleares o de la particula
primaria.

(iv) Las conclusiones sobre la formacién del halo son:

(1) No todos los halos son producto de protones
primarios en la regién energética aldededor de
los 107TeV.

(2) Al tomar en cuenta que el halo y los rayos
gamma alrededor del halo pueden describirse
por el mismo espectro de energia de los rayos
gamma de la ecuacién (8), y que el valor
de la constante K para caracterizar el ensan-
chamiento lateral de los rayos gamma es con-
sistente con los obtenidos mediante calculos
analiticos (ver la nota 3), el halo no requiere de
ninglin mecanismo particular para su creacién,
salvo la gran energia involucrada en el evento.

4
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Figura 10. Valores promedio de la energia de las familias
(3> E,) y del tamaifio del chubasco atmosférico N, de ex-
perimento y simulaciones. Las barras de error representan
la dispersién o. El valor medio de N, = 7 X 107 es de tres
eventos, incluyendo al actual.

(v) Es interesante ver la posicién de este evento en el
diagrama Y E,vs.N,.. Este diagrama nos permitié
en un trabajo anterior [1] el sefialar que los modelos
de las interacciones nucleares que se usan amplia-
mente en las simulaciones de la difusién de los rayos
cosmicos en la atmésfera no son capaces de describir
los datos experimentales. Este argumento se puede
aplicar sin restriccién alguna respecto de la intensi-
dad de los rayos césmicos.

La figura 10 muestra el evento analizado junto con
otras familias de eventos; de donde se destaca lo siguien-
te:

(1) La cantidad de eventos se ha duplicado, es decir,
pasé de 47 eventos en la ref. [1] a 98 para el presente
diagrama.

(2) Los valores para los valores medios graficados aqui,
corresponden a medias geométricas en contraposi-
cién de las medias aritméticas utilizadas en la ref.

[1].

(3) Las barras de error corresponden a la dispersién o,
definida como o = /Y (z; —Z)2/(n — 1), por lo
que no son los errores del valor promedio o/4/n.

(4) El punto correspondiente a N, = 8 x 107 es de tres
eventos, incluyendo al actual.

Se puede observar que el evento actual tiene un valor
>> E, més alto que otros eventos con un tamafno simi-
lar de chubasco, y que el valor medio del experimento
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continua siendo apreciablemente menor que el valor da-
do por la simulacién. Esto nos indica que las conclu-
siones obtenidas en nuestro trabajo previo [1] también
son validas aqui. En otras palabras, que la interaccion
nuclear cambia sus caracterisiticas en la regién de al-
ta energia de manera tal que la energia incidente que-
da subdividida de manera méas fuerte. El experimento
HADRON en Tien Shan (3300m Kazakhstan) [15], que
es un experimento similar, obtiene datos con las mismas
tendencias, lo que se discute ampliamente en la literatu-
ra [1].
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Apéndice A

Distribucion lateral de la energia de los rayos gamma
que inciden en la camara de emulsion

Consideremos que los rayos gamma que inciden en la
cdmara de emulsién tienen una distribucién como:

FEn =22 ()7 a(E) fe (1- 5),

donde 6(z) es la funcién escalén y K es la constante que
expresa el ensanchamiento lateral de los rayos gamma.
El valor promedio de E?r? es:

(E*r?) = [[° E*r*F(E,r)2mrdr =
K2 [[° 26(1 — z)dw = KTZ

Apéndice A.1. Espectro de energia de los rayos ga-
mma

Integrando la expresién de arriba respecto de r, se
tiene:

J3° (B, r)2rrdr = 4Ny (£) 7 (&),

que nos da la forma integral del espectro de energia
No(£5)™"

Apéndice A.2. Espectro de energia de los rayos ga-
mma dentro del halo

El espectro de energia de los rayos gamma dentro de
la region de radio R es:

FUn)(E)dE = [ F(E,r)2rrdr =

-1 1,  siE>
No(i) () & -
TR Ee 2 RSB <

SRR

Nétese que los espectros de energia son E-7 " 1dE y
E~7TYdE en las regiones con E > K/Ry E < K/R
respectivamente.

Apéndice A.3. Espectro de energia de los rayos ga-
mma fuera del halo

El espectro de energia de los rayos gamma fuera del
halo (de radio R) es :

FO)(E)E = [ F(E,r)2rrdr =
0, si B>

Ny (%)‘”‘ld (£)(1-28), sB<

En la forma integral se tiene que, para F < K/R,

I () " a () (1- ) -
Mo (#£) T {1= (5 - [5 - (s']}

que es forma que se muestra en la figura 11. El espectro
integral de energias es 0 para E > K/R y converge hacia
No(E/E¢)~ " cuando E < K/R.

= i

Apéndice B
Curva de transicion de la cantidad total de electrones

De acuerdo con la teoria de cascadas [9], un rayo ga-
mma de energia Ey que incide sobre la cAmara de emul-
sién, produce la siguiente cantidad de electrones (con
energia > 0) para una profundidad ¢ (u.c.) dentro de la
camara:

(Ey,0,t) = 5 [ 45 (£2)" a(s) Ky o(s, —s)eM ),
donde € = 7.4MeV es la energia critica para el Pb, las
funciones a1 (s) = M (s)y/s , K1 o(s, —s) son ya familiares
en la teoria de cascada.

El espectro de energia de los rayos gamma dentro
de la region del halo con radio menor a R estd en el
Apéndice A. A partir del mismo, la curva de transicién
para la cantidad total de electrones causados por esos
rayos gamma es de:

0o P it
No(t) = [ oo (£) 1 4EN(E,0,0) +

E g\ 77! ap B2
Jo " No (Ec) Eo E_}ZLH(Elaoat)

donde Ej, = K/R. Finalmente se tiene que:
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Figura 11. Espectro de energias de los rayos gamma fuera de la regién del halo (radio mayor a R) para los casos de v =
1.5, 1.75 y 2.0 con No = 1. Las cifras junto a las curvas son: (1) K/R = 5TeV, (2) K/R = 10TeV, (3) K/R = 20TeV,

(4) K/R = 50TeV, (5) K/R = co TeV.
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Figura 12. Figura 12 Curvas de transicién de la cantidad total de electrones que son producidos por rayos gamma en la regién
del halo (radio menor a R) para los casos de v = 1.5, 1.75 y 2.0 con No = 1. Las cifras junto a las curvas representan la

energfa critica Ej = K/R (TeV).

-
N.(t) = vNo (£)
ot [+ ] (5 L

27 s | v—s s+2—vy e

En la figura 12 se muestran los resultados numéricos.
Las curvas de transicion se aproximan en forma
asintotica a:

No (£2)" ay(s)K10(s, —s)e™ )],

para profundidades mayores.
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REACCIONES DE BELOUSOV-ZHABOTINSKY Y SU COMPROBACION
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RESUMEN

El presente trabajo reporta la caracterizaciéon de la reaccién de Belousov-
Zhabotinsky con el fin de realizar investigaciones ulteriores de la misma ligadas con

su caracter no lineal.

Se dan detalles de los procesos involucrados en esta reaccién.

Se explica el procedimiento experimental seguido para la observacién de los fenémenos
tipicos a esta reaccién. Se detectaron las oscilaciones de concentracién empleando un
espectrofotémetro. Se obtuvieron algunos resultados numéricos que cualitativamente
concuerdan con los fenémenos experimentales observados.

1. INTRODUCCION

La reaccién de Belousov-Zhabotinsky (BZ) es una
reaccién quimica paradigmética en la Ciencia de los
Fenémenos no Lineales por su riqueza en cuanto a los
fenédmenos e implicaciones que esta conlleva.

1.1. Reacciones quimicas alejadas del equilibrio

En los sistemas que evolucionan fuera del estado de
equilibrio la produccién de entropia es funcién del tiem-
po t, y su variacién respecto de éste, define la funcién
disipativa o = ddts > 0 como una contribucién del pro-
ducto de cualesquiera flujos J y fuerzas generalizadas X

[1]:

O':ZX]'J]'. (1)

Las fuerzas generalizadas estdn representadas
comunmente por un gradiente (temperatura, concen-
tracién, potencial, etc.) [2] al cual se le asocia un
flujo determinado. En proximidades del equilibrio, la
dependencia entre flujos y fuerzas generalizadas estd
dada por la expansién lineal

Ji = ZLinj: (2)
j=1

donde L;; son los coeficientes fenomenolégicos simétricos
de Onsager.

En el caso de procesos quimicos el potencial quimico
de reactivos y productos determina el grado en que una
reaccion se lleva a cabo. La fuerza generalizada para una
reaccién estd definida por

1 < A
Xqme = T Z Vylby = T (3)
y=1

1~ ¥ v, son respectivamente el potencial quimico y el
coeficiente estequiométrico de la especie 7, y el término

!Email: saoporto@yahoo.com
2Email: gramirez@ulb.ac.be

A=—- E:Zl Ut es la afinidad. La velocidad de reac-
cién hace el papel de flujo generalizado

d§

J. =v=—, 4

ame = v = @)
para £ que representa el avance de la reaccion.

Si cy es la actividad de la especie v, el potencial

quimico se puede escribir como una desviacién del es-

tado denominado estandar:
py = p5(T,p) + RT lnc,, (5)

donde pS(T,p) es el potencial cuando la concentracién
del componente es igual a uno [3]. La afinidad seré:

A:_ZVWN?/_RTZIHCW' (6)
y=1 y=1

La afinidad en el equilibrio es nula con lo que se puede
expresar el término correspondiente al estado estandar
en funcién de las concentraciones en el equilibrio, con lo
que (6) queda:

t ey K@p,T
A=RT M = RTn ﬁ (7)
ny:l Cy ny:l Cy

siendo K (p,T) la constante de equilibrio.
Para la reaccién
A+=B
si k y k' son las constantes de velocidad directa e in-
versa respectivamente, y sabiendo que la constante de
equilibrio resulta del cociente de ambas, entonces

v = —¢éa=¢g=keca—FKecp
0 = kea(l— By _pea- LBy (g
- A k CA - A KCA )
En éste caso la afinidad es:
K
A=RTlh——, (9)

CA CB
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de donde . N
L~ Kewr. (10)
ca

Reemplazando ésta ultima expresion en (8), se tiene:
_A
v="keca(l—e ®T), (11)

lo que significa que para las reacciones quimicas alejadas
del equilibrio no existe una relacién lineal entre flujos y
fuerzas generalizadas, constituyéndose esas en sistemas
no lineales.

Si consideramos estados estacionarios proximos al
equilibrio, el término exponencial se puede desarrollar
en serie de Taylor; si tomamos sélo los términos lineales
se tiene que [1]

kA A
En éste caso, el criterio de estabilidad es
> 6v;6A; >0, (13)
J

donde ¢ indica la desviacién del estado estacionario. Si
ésta condicién no se cumple el estado estacionario no sera
estable y es posible el surgimiento de un orden dinamico.
Al llegar a éstos casos, la termodindmica como tal ya no
es suficiente. Para el estudio de los sistemas dinamicos
es necesario el empleo del aparato de ecuaciones diferen-
ciales [1].

1.2. Procesos quimicos como sistemas no lineales.
Reaccion de Belousov-Zhabotinsky

Las reacciones autocataliticas son sistemas que no
cumplen con la condicién de estabilidad lineal (13).
Asi por ejemplo, para la reaccién X +Y — 2X, en la
aproximacion lineal v ~ XY y A ~ In %, de modo que

Sxvix A~ —%(5}()2 < 0. (14)

Se conocen algunos modelos mateméaticos para reac-
ciones quimicas autocataliticas [4]. El primero en ser
postulado fue el de Lotka-Volterra (modelo predador-
presa) en los afios 20 del siglo pasado; el Bruselator por
Lefever, Prigogine y Nicolis en 1968 [6]; el modelo FKN
para la reaccién de Belousov-Zhabotinsky propuesto por
Field, Ko6ros y Noyes en 1972 [5], entre otros.

La reaccién BZ consiste en la oxidacién de &acido
malénico por ién bromato en medio acido, catalizado
por iones cerio. La ecuacién global es:

2HT + QBI“O?)_ + 3CH2(COOH)2 —
2BrCH(COOH); + 4H,0 + 3COs.

Si se emplea ferroina como indicador redox, se observa
cambios periédicos de color en la solucién de reaccién,
que pasa de azul pélido a rosa pélido.

La reaccién de BZ es compleja, en conjunto tiene por
lo menos 11 pasos [5], pero sélo senialaremos aquellos que
son los mas importantes desde el punto de vista cinético

y que, ademads, son los necesarios para establecer el mo-
delo matemadtico del proceso.

El mecanismo FKN consiste basicamente en la exis-
tencia de dos conjuntos de sistemas de reaccién no inter-
actuantes I y II, que se acoplan por un tercer conjunto
de reacciones III, el que determina la conversién de I a
II[1][5].

El proceso I se lleva a cabo para concentraciones sufi-
cientes de Br—, siendo el resultado la disminucién de ese
i6n y la formacion de dcido bromomaldnico; la ecuacion
global es:

(I) 2Br~ + BrO; + 3CH,(COOH), + 3H+ —
3BrCH(COOH), + 3H,0.

Los pasos cinéticamente determinantes son:

(Ta) Br~ +BrO; +2H" — HBrO, + HOBr,
(Ib) Br~ +HBrO, + H* — 2HOBr.

Las etapas (Ia) y (Ib) constituyen un estado pseudoesta-
cionario, pero cuando [Br~] es suficientemente baja la
reaccién de HBrOs en Ib compite con su reaccién en Ila,
con la cual se pasa al conjunto de reacciones del proceso
II:

(ITa) 2(HBrO; 4+ BrO; + H™) = 2(BrO, + H,0)
(Ib) 4(BrOy + Ce(ITT) + H+) & 4(Ce(IV) + HBrOs)
(ILc) HBrO» + HBrO, — HOBr + BrO3

(II) BrO; +4Ce™ + 5HT < 4Ce™ + HOBr + 2H,0

—A

—
—A
—

El proceso II es autocatalitico en HBrOs, y alcanza un
nuevo estado pseudoestacionario que es removido por
(ILc).

Hasta que Cet* y HOBr se formen en cantidades
suficientes se da lugar al proceso III mostrado a conti-
nuacién:

4Ce** + 3CH,(COOH), + BrCH(COOH), + HOBr+
+3H,0 — 4Ce*3 + 2Br~ + 4HOCH(COOH), + 6H*,

cuyo resultado es la produccién de Br~ hasta que sea
posible retornar al proceso I.

Debido a la disminucién y aumento en [Br] la reac-
cion de BZ es autooscilante. La concentracion critica de
Br~ para que la reaccién se conmute del proceso I a II
es [1]:

k
[Br]er = —2~[BrO;] ~ 5- 10 5[BrO3].
ka2
El modelo mateméatico estd basado en el siguiente
esquema (Oregonator) [5]:

A+Y —- X+P
Proceso 1
X+Y —» 2P
Proceso 11 A+X - 2X+7
2X — A+P
Proceso III Z — fY
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donde X =[HBrO,], Y =[Br |, 7 = 2[Ce't],
A =[BrO;] y P=[HOBr]. De modo que el Ore-
gonator corresponde a las reacciones Ia,Ib, IIa,Ilc y
III. Aqui, f es un pardmetro estequiométrico. Las
ecuaciones diferenciales son:

X = FkpAY — EnXY + ka1 AX — 2k X2
Y = —knAY—kpXY + ki
7 = FkamAX—kmZ.

El término +kr, 1m,AX resulta del paso autocatalitico.
Las soluciones X, Y y Z son llamadas trayectorias, que se
obtienen por integracién numérica, que reproduce esen-
cialmente los fenémenos observados en la reaccién BZ.

2. RESULTADOS EXPERIMENTALES

El método experimental usado en §2.1, §2.2 y §2.3 se
basé en el protocolo utilizado por D’Hernoncourt [7].

2.1. Oscilaciones temporales en medio homogéneo

Experimentalmente se comprobé que la reaccién de
B7Z es oscilante respecto a las concentraciones de las es-
pecies quimicas reaccionates, caracterizada por cambios
periddicos de color de la solucién de reaccion entre azul
y rosa. Para tal efecto se prepararon las siguientes solu-
ciones acuosas:

1. CHy(COOH).1.2M,

2. KBr0O30.35M,

3. HySO41.5M,

4. Ces(S04)34.5- 1073 M,

5. Solucién indicadora de ferroina.

Se mezclaron 15 ml de las soluciones 1 a 4, en ese orden,
y se aniadieron 3 gotas de ferroina, luego se agita y se deja
en reposo. La solucién que inicialmente tenia color azul
pasé a rosa, y continué oscilando aproximadamente por
45 minutos, hasta alcanzar el equilibrio con una solu-
cién de color rosa predominante. El tiempo promedio
del estado caracterizado por el color azul fue de 18 s y el
correspondiente al color rosa de 32 s dando un periodo
de 50 s aproximadamente. Aunque el experimento esta-
ba previsto para ser realizado con agitacién magnética
continua, en realidad las oscilaciones se observaron sin
necesidad de la misma, y mas bien sometiendo a agi-
tacién éstas ya no eran visibles.

2.2. Organizacion espacio-temporal en medio no
homogéneo unidimensional

Se introducen 0.5 ml de cada una de las soluciones 1
a 3, mas 2 gotas de ferroina en un tubo de ensayo. Se
mezcla bien. Se toma 0.5 ml de la solucion 4 y se agrega
a la mezcla reaccionante sin agitar. Se deja reposar, y
de manera gradual se observa la formacién de bandas
horizontales que corresponden a zonas alternativamente
mas ricas en Cet? y Cet*, como se muestra en la figura

(1a).

Figura 1. Patrones que aparecen en la reaccién BZ en medio
no homogéneo. (a) Unidimensional: bandas. (b) Bidimen-
sional: espirales

2.3. Organizacion espacio-temporal en medio no
homogéneo bidimensional

Se prepararon las siguientes soluciones acuosas: 100
ml de solucién 0.48 M de KBrO3 en medio dcido (HySOy4)
0.52 M; 10 ml de una solucién 0.96 M de CHy(COOH)s;
10 ml de una solucién 0.97 M de NaBr.

Trabajando bajo una campana, en un tubo de ensayo
de 20 cm se mezclan bien 6 ml de la solucién de bromato,
1 ml de solucién de &cido malénico y 0.5 ml de solucién de
bromuro. Inmediatamente se tapa el tubo con un tapon
de goma y se espera la desaparicién del color naranja
de Bry generado. Se saca el tubo de la campana y se
introduce unas cuantas gotas (2 a 3) de ferroina. Se
vierte el contenido en una caja Petri, recomendandose
la formacién de una superficie uniforme de 1.5 mm de
espesor. Este procedimiento se llevé a cabo en una caja
Petri cerrada y abierta.

En el primer caso, la formacién de patrones se lleva
a cabo de manera progresiva y notoria, con presencia de
burbujas, empezando con una variacién en el color de
manera no uniforme de la mezcla, que luego da lugar a
la aparicién de patrones concéntricos en los bordes de la
caja Petri, que se expanden hacia el interior. Aplicando
agitacién magnética la solucién se hace homogénea, pero
al suspenderla los patrones aparecen nuevamente en for-
ma de espiral en el sentido de la agitacién, y localizados
de manera aleatoria.

Cuando se trabaja con una caja Petri abierta, se for-
man patrones distorsionados, debido posiblemente a las
turbulencias provocadas por el aire.

2.4. Observacion espectroscopica de las oscilaciones en
la reaccion de Belousov-Zhabotinsky

Se observaron las oscilaciones de la reacciéon BZ
por métodos espectroscopicos empleando un espectro-
fotémetro UV-visible Spectronic HeAios alpha.

La solucién para la reaccién se preparé mezclando en



48 OPORTO, S.A. & RAMIREZ, G.M.

——— ]

— T

Figura 2. Evolucién temporal (10 min) de la absorbancia
para la reaccién BZ.

un tubo de ensayo 1 ml de cada una de las soluciones 1 a
4, y anadiéndose 2 gotas de ferroina. Después de agitar,
se pasé parte de la solucién resultante a una cubeta de
cuarzo, de aproximadamente 3.5 ml de volumen, para su
andlisis en el espectrofotémetro, a una longitud de onda
de 500 nm y un intervalo de tiempo programado de 10
min. El resultado fueron oscilaciones en forma de dientes
de sierra, tipico de los osciladores de relajacién, tal como
se puede observar en la Fig. 2 obtenida por el graficador
del equipo.

Se observa que la absorbancia tiende a aumentar has-
ta un valor maximo a medida que se alcanza el equilibrio
y que los periodos de las absorbancias no son constantes,
y mas bien aumentan gradualmente, lo que muestra la
tendencia a la absorbancia que caracteriza al color de la
solucién en el equilibrio. Si bien ambos hechos no son
los que se reportan generalmente en bibliografia, esto se
debe a que la reaccién no se realiza a flujo continuo de
reactivos y productos, y mas bien lo que resalta es la
tendencia del sistema a alcanzar el equilibrio.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Utilizando diferentes métodos de integracion,
se resolvio el sistema de ecuaciones diferenciales
reparametrizadas [1]:

i = s(y—=zy+z—qa®)
= s —y—ay+f2) (15)
2 = w(z-—2z).

Se consideraron varios valores de los pardmetros. Se
muestra como ejemplo oscilaciones de concentraciéon en
la variable z, la misma que en la reaccion experimental
estd ligada a la concentracién de Cet*. Se puede ob-
servar (Fig. 3(a)) estas oscilaciones cuyo periodo es del
mismo orden que el de las oscilaciones descritas en §2.4.
En la Fig. 3(b), se muestra en escala logaritmica el ci-
clo limite que resulta de la representacién de z vs z, y
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Figura 3. Resultados obtenidos a partir de la integracién
numérica de (15). (a) Evolucién temporal (10 min) z. (b) Ci-
clo limite para z = z(x); nétese que el grafico es logaritmico
para poder apreciar mejor el ciclo. (c) Trayectoria en el es-
pacio de fases (ciclo limite).

finalmente se presenta en la Fig. 3(c), la trayectoria en
el espacio de fases. La Fig. 3 se obtuvo utilizando los
siguientes valores de pardmetros: ¢ = 8.4 x 1074, s = 1,
w = 0.19 y f = 1.8; siendo las condiciones iniciales:
x9 = 0.05, yo = 0.7 y 2o = 0.08.

4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Tanto los resultados experimentales como los calculos
numéricos indican que la reaccién BZ se comporta como
un sistema no lineal oscilante en las concentraciones de
los reaccionantes.

Se llega a ésta conclusién principalmente por la co-
rrespondencia cualitativa entre la representacion tem-
poral de la solucién numérica con la obtenida espec-
troscopicamente. Dicha correspondencia confirma que:

1. La reaccién BZ es autocatalitica y por tanto evolu-
ciona lejos del equilibrio.

2. Los fenémenos experimentales, tales como los cam-
bios de color peridédicos y la formacion de patrones,
son inherentes a dicha condicién. Por ejemplo, en el
experimento §2.3 se forman patrones sobre una fase
heterogénea se agite o no el sistema.

Esto se debe a que ambos aspectos estan intimamente
relacionados con el mecanismo FKN que es la base la
descripcién matemadtica de la reaccién BZ como sistema,
complejo.

Respaldados por los resultados obtenidos, para fu-
turo se tienen las siguientes perspectivas:
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Una vez optimizado el método de medida espectro-
fotométrico, se hardn variar las concentraciones de
acido malénico de manera de observar cémo éstas
afectan el periodo de las oscilaciones.

Con el mismo objetivo que en el anterior punto, se
haran variar las concentraciones de KBrOs.

Se intentard medir las longitudes de onda de los pa-
trones ayuddndonos con una cdmara filmadora.

Eventualmente se tendria que hacer algunas de-
terminaciones experimentales suplementarias (con-
stantes de velocidad).

Para la parte concerniente a la formacién de pa-
trones bidimensionales se tratara de adaptar un mo-
delo de reaccién-difusién que pueda explicar la for-
macioén de estos patrones.

Acoplando dos subsistemas con diferentes periodos
de oscilacién se espera observar que exista un sis-
tema resultante que tenga un sélo periodo de os-
cilacién dado por la interaccién de los subsistemas.
El acoplamiento se realizaria uniendo mediante un
tubo dos cajas Petri cada una de las cuales conte-
niendo una solucién oscilante diferente. Al cabo de
cierto tiempo esperariamos que el periodo de las os-
cilaciones en ambas cajas Petri sea el mismo gracias
al surgimiento de la sincronizacion.

Se espera poder determinar cantidades carac-
teristicas a la sincronizacion, tales como las lenguas

de Arnold, las escaleras del diablo, etc.

- Finalmente, para la parte de sincronizacién, se
espera poder formular un modelo fenomenolégico
basado en variables tales como la duracién de la
carga y la descarga en las oscilaciones.
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EL TIEMPO A TRAVES DEL TIEMPO

Adolfo Aramayo!

Carrera de Fisica—U.M.S.A.
La Paz, Bolivia

RESUMEN

Primeramente se plantea una revisién del concepto de tiempo durante la Antigiiedad,
el de Parménides y el de Heraclito, en particular, para después procurar una refor-
mulacién de la cuestion del tiempo en base al concepto de Kant, poniendo de relieve

la confrontacién entre determinismo y libre albedrio.

Luego se ofrece una revisién

cronolodgica de la nocién implicita de tiempo en la Relatividad, la Mecanica Cudntica y
la Termédindmica, concluyendo, asi, que el tiempo no es absoluto, tiene direccién y que
su orden causal no puede responder Unicamente a un determinismo cientifico.

1. INTRODUCCION

De todas las nociones, la del tiempo es, probablemente,
la mas inaccesible a la mente humana. Es interesante
constatar que esta afirmacién se realiza mientras el
tiempo pase y que ni bien se la ha sentenciado, ya
pertenece al pasado.

De todas las cualidades del tiempo, las de pasado,
presente y futuro son las mas cercanas a la experiencia
inmediata por la repercusién que tienen en todo evento
que acaece. Asi, todo evento, previsto parcialmente
en lo que llamamos futuro, tiene lugar, finalmente, en
un presente, para pertenecer inmediatamente después
a un pasado que no se puede modificar: el tiempo es
irreversible.

., Cémo es posible que todas las posibilidades que con-
templa el futuro se reduzcan a una sola en el presente
y cémo se puede saber donde estaban antes y a donde
van después? Esta preocupacion se puede resumir en
las palabras de Hans Reichenbach, preguntidndonos
“qué es el tiempo, si todo lo que tenemos de él es este
Ahora, este momento unico que se desliza con nosotros
a través de la corriente de eventos que fluye del pasado
inmutable al futuro incognito”. [1]

Esta claro que este cuestionamiento estd permeado por
la percepcién que tenemos y por la sensacién que nos
causa el tiempo. Es por ello que esta aproximacién
no puede ser considerada estrictamente cientifica,
haciéndose necesaria una reformulacién de la pregunta
sQué es el tiempo? A pesar que esta reformulacion
no garantiza una respuesta para esta pregunta, es
indudable que la reformulacién por si, aportaria nuevas
apreciaciones y puntos de vista antes ignorados.

Por otra parte, la mayor de las fatalidades humanas,
la muerte, se convierte en el factor que alimenta la
bisqueda de una respuesta, pues el temor subjetivo por
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la muerte se convierte en un temor objetivo por el tiem-
po. “El temor por la muerte ha influido de manera decisi-
va el andlisis l6gico que los filsofos han dado al problema
del tiempo. La creencia de que han encontrado parado-
jas en el flujo del tiempo es llamada una proyeccion en la
terminologia psicolégica moderna. Esta proyeccién fun-
ciona como un mecanismo de defensa; asi, las paradojas
tienen por fin desacreditar las leyes fisicas que provoquen
un antagonismo emocional profundamente arraigado”,
dice Reichenbach. Al mismo tiempo, estan las creencias
de casi toda las religiones en las que se asegura una vi-
da después de la muerte, es decir un escape al flujo del
tiempo en una realidad mas alla de la terrena y temporal:
una vida eterna en contraposicién a una vida mortal.

2. EL TIEMPO EN LOS SISTEMAS FILOSOFICOS
DE LA ANTIGUEDAD

El hecho de que todo acontecimiento o evento este
condicionado temporalmente conduce a la deduccion
légica de que la realidad fisica a su vez esté supeditada
también al tiempo. Sin embargo, ya en la Antigiiedad,
filésofos como Platén y Parménides (s. IV aC. y s.
V aC. respectivamente) desarrollaron conceptos de
Realidad en los que ésta no se concreta sino “es innata e
indestructible; ya que es completa, inmutable y sin fin.
No fue ni serd, sino es, a un mismo tiempo, una entidad
Unica y continua.” Platén explica que “el tiempo es la
imagen movil de la eternidad”. Aqui eternidad debe
entenderse no como una cantidad de tiempo infinita,
sino simplemente como una realidad atemporal.

Platén argumenta en el Timeo que el creador “ ... buscéd
hacer el Universo eterno, tanto como lo pudiese ser. Aho-
ra bien, la naturaleza del ser ideal era perenne, pero era
imposible conceder este atributo, en su totalidad, sobre
una criatura. Por tanto resolvié tener una imagen mévil
de la eternidad y cuando puso orden en los cielos, él hizo
esta imagen eterna pero mévil, de acuerdo al numero,
mientras que la eternidad por si misma permanece en la
unidad; a esta imagen llamamos tiempo.” [2]
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Se debe notar que lo que se discute aqui es, en realidad,
la imposibilidad de la realizacion, de la transformacién,
de la conversién o el cambio. (To become en inglés o
devenir en francés.) El sucesor de Parménides, Zendn
de Elea (s. V aC.), ilustrarfa, mds tarde, estas ideas
mediante sus famosas paradojas.

2.1. Las paradojas de Zenon

Zenén argumenta que si el movimiento es la traslacién
de un punto a otro, una flecha no puede moverse en
tanto no esté exactamente en un punto. Luego, ;jcémo
puede llegar al préximo punto? ;Salta a través de un
intervalo atemporal? Obviamente no. Por lo tanto,
el movimiento, es decir, el cambio, es imposible. O
considérese la carrera entre Aquiles y la tortuga, en
la que la tortuga parte con cierta ventaja. Al partir,
Aquiles tiene que alcanzar el punto que la aventajada
tortuga ya alcanzo; para cuando lo logra, la tortuga se
ha movido a un punto més lejano. Entonces, Aquiles
tiene que alcanzar ese otro punto, pero para el momento
en el que lo haga la tortuga habra alcanzado otro punto
mas lejano y asi ad infinitum. Aquiles tendria que
atravesar una cantidad infinita de distancias no nulas
antes que pueda alcanzar a la tortuga y como esto es
ilégico, no alcanza a la tortuga, en consecuencia.

Sin embargo, hoy en dia se sabe que la paradoja de la
flecha puede ser refutada porque existe un elemento limi-
tante llamado velocidad que al ser no nulo en el espacio
continuo en el que se mueve la flecha, deja sin sentido la
nocién de “proximo punto”. Por otra parte, Aquiles si
puede alcanzar a la tortuga porque se sabe que una suma
de infinitas partes puede converger, de hecho, hacia un
valor que en este caso se traduce como un tiempo finito.
Por otra parte, Zenén sabia que la flecha se desplaza por
el aire y que Aquiles ciertamente alcanza a la tortuga.
Lo que sucede es que Zenén, como Parménides, pretendia
mostrar que el cambio y la realizacion son ilusorios y que
la Realidad es atemporal.

2.2. Todo fluye

Esta es la frase con la que Herdclito (s. V aC.) re-
sume su filosoffa y muestra su oposicién a la negacién
que Parménides y Zendén hacen del flujo del tiempo.
Heraclito dice que “uno no puede entrar al mismo
rio dos veces porque nuevas aguas lo estdn colmando
constantemente”. Sin embargo, lo que Heréclito logra,
en realidad, es llamar la atencién sobre la naturaleza
l6gica de cualquier ente fisico como una serie de di-
versos estados en el tiempo; para la identidad fisica
de dicho ente no es necesario que estos estados sean
iguales. Asi, el cambio y la realizacion se hacen posibles.

Para Aristételes, bajo una linea de pensamiento similar,
el cambio consistia en introducir entre el ser y el no-ser,
es decir, la realizacion, un tercer estado de potencialidad
y decir que el cambio es la actualizacién de los atributos
potenciales dentro de una realidad fisica, dada a causa

de la naturaleza del objeto cambiante, es decir, el cambio
es posible e intrinseco y por eso el tiempo, en contra-
posicién a la idea de los atomistas, debe ser continuo. [3]

Asi, para Aristételes el tiempo se puede entender como
producto del movimiento y el movimiento, a su vez, como
un tipo de cambio.

2.3. San Agustin y el tiempo

Durante el siglo IV dC. San Agustin fue responsable de
llevar gran parte de la filosofia platénica al centro de la
teologia cristiana. A pesar que Platén y él no estdn de
acuerdo en los detalles de la creacién del mundo, si lo
estan en lo que se refiere a la creacion del tiempo. San
Agustin bien puede resumir la preocupacién subjetiva
por el tiempo, que tanto caracteriza a la Antigiiedad,
cuando dice:

Quid est ergo tempus?
Si nemo ex me quaerat, scio;

si quaerenti explicare velim, nescio.?

Existen, sin embargo, otras coincidencias de pensamien-
to que se deben resaltar. San Agustin, como Aristételes,
cuestiona la existencia del pasado como del futuro. Trata
de solucionar este problema diciendo que el pasado y el
futuro sélo tienen sentido si pensamos en ellos en el pre-
sente: el pasado es la memoria, el futuro una expectativa
y el presente es todo lo que nos rodea en seguida.

3. ;QUE ES EL TIEMPO?
UNA REFORMULACION

Estas paradojas y aforismos, producto de una postura
emocional hacia el tiempo (cf. Introduccién, pdgina
50), no dicen mucho acerca de la estructura légica del
mismo, que es lo que se pretende en este ensayo. Para
ello es necesario retornar hacia la Fisica y probablemente
comenzar atacando el problema por las cualidades méas
inmediatas del tiempo, a decir, pasado, presente y
futuro.

Un cientifico podria argumentar, por ejemplo, si es
posible cambiar el futuro. La experiencia cotidiana da
una respuesta afirmativa a esta cuestion, pero no por
ello quiere decir que el futuro no esté determinado, ya
que la tunica diferencia con el pasado es que el primero
no es conocido mientras que el ultimo si lo es. Con esto
se quiere discutir una posible simetria en el tiempo,
cuestién que estd bien fundamentada gracias a la idea
de causalidad.

La causalidad, o determinismo causal, estd en directa
relacion con la Fisica que Galileo y Newton desarrollaron
en el siglo XVII, pues con ellos y mediante su ciencia
la prediccion se hizo posible. Toda la tecnologia de hoy
en dia es posible porque sabemos que hay relaciones

2; Qué es entonces el tiempo? Si nadie me lo pregunta, lo sé; si
deseo explicarlo a quien me lo pregunta, no lo sé. [4]
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causales que gobiernan la naturaleza y, asi, la prediccién,
el control y el comportamiento de los sistemas fisicos en
juego son realizables. En otras palabras, el futuro estd
determinado.?

Una visién absolutamente determinista puede mostrarse
estéril en lo que se refiere a cualquier cambio o in-
novacién que se quiera hacer. Es una repercusién de
Parménides y de su imposibilidad del cambio o la
realizacién. Y la siguiente pregunta se hace plausible:
i, Es el presente sélo el reconocimiento de un patrén de
eventos ya determinado?

Si la respuesta a esta pregunta fuese afirmativa, en-
tonces se tendria que decir que no se puede cambiar
el futuro. Aqui se levanta una paradoja mds genuina
que las anteriores, la que enfrenta determinismo y libre
albedrio: “El sentido comun se inclina, por una parte,
a creer que cada evento es causado por algunos eventos
precedentes, de manera que cada evento puede ser expli-
cado o predecido...Por otra parte, ...el sentido comin
atribuye a toda persona humana madura y sana...la
habilidad para elegir libremente entre posibilidades
alternativas de accién”. [6]

Para comprender mejor esta nueva paradoja es necesario
hacer una revisién breve de la teoria del tiempo de
Immanuel Kant (1724 - 1804). En Kant, la distincién
parmenideana de ser atemporal y flujo de tiempo iluso-
rio reaparece como la distincién de entes atemporales
por si mismos y el tiempo como forma subjetiva y
aparente de estos entes. “Kant dice que el conocimiento
resulta de una interaccién entre la realidad fisica y la
mente humana y que la mente humana impone ciertas
formas sobre los entes fisicos con el fin de hacerlos
comprensibles y accesibles a un orden. Tales formas son
el espacio y el tiempo.” [1]

“Si yo mismo o cualquier otro ser pudiese observarme
sin estas condiciones de percepcién sensorial...se pro-
duciria un conocimiento en el que el concepto de tiempo
y cambio no tendrian lugar.” [7]

Asi, al proponer la ilusién del tiempo de una manera
mas elaborada, Kant también salva el libre albedrio
o la posibilidad de la accién anticipada: en otras
palabras, encuentra un escape al determinismo causal,
a pesar que éste lo habia impresionado fuertemente
por el alcance que tenia la Fisica newtoniana. Al
mismo tiempo, Kant vio muy bien la relacién cercana

3«“Debemos considerar el estado presente del Universo como
efecto del estado anterior y causa de su estado posterior. Una
inteligencia que conociese por un instante todas las fuerzas que
controlan la naturaleza y, en adicién, las posiciones relativas de
todas las entidades de las que la naturaleza estd compuesta — si
fuese suficientemente grande para realizar el andlisis matemético
de estos datos — contendria en la misma ecuacién los movimientos
de los cuerpos més grandes del Universo y aquellos del 4tomo mds
ligero: nada seria incierto para esta inteligencia y el futuro como
el pasado estarian presentes a sus 0jos.” [5]

entre tiempo y causalidad. Vio, particularmente, que
un orden temporal es posible por un orden causal
[1]. Sin embargo, para Kant, el orden causal es tan
subjetivo como el tiempo y la Fisica sélo puede des-
cribir la apariencia del mundo, no su realidad. Por
lo tanto el mundo real se ve liberado de las leyes causales.

En contraposicién a Kant, Henri Bergson (1859 - 1941),
filésofo francés ganador del premio Nobel [1], clama
haber construido un sistema en el que el cambio o la
realizacion son la esencia del tiempo, pero, al igual que
en el caso de Kant, esta otra vision, si bien estd mejor
elaborada y fundamentada en una ciencia fisica ya
estructurada, tampoco ofrece una reformulacién tultima
sobre la cuestion del tiempo.

Reichenbach concluye: “No hay otro medio de resolver
el problema del tiempo que no sea el de la Fisica. Mas
que cualquier otra ciencia, la Fisica ha estado relaciona-
da con la naturaleza del tiempo.” Si, en efecto, hay una
relacién profunda entre la Fisica y el concepto de tiem-
po, deben analizarse en particular las implicaciones que
tienen, en especial, tres ramas de la Fisica Moderna: la
Termodindmica?, la Relatividad y la Mecdnica Cudntica,
por lo que puedan decirnos de la direccién, el relativismo
y el determinismo en el tiempo, repectivamente.

4. EL TIEMPO EN LOS SISTEMAS FISICOS DE LA
MODERNIDAD

Para revisar el criterio de Reichenbach sobre la re-
solucién del problema del tiempo, a continuacién se
presenta un andlisis cronoldgico aproximado (de acuerdo
a Dampier [9]) de los eventos fisicos que marcaron una
tendencia en cuanto al concepto del tiempo.

“El invento a finales del siglo XIII del reloj mecénico,
en el que las manecillas traducian el tiempo en unidades
de espacio sobre la esfera, completd la sustitucion del
tiempo orgdnico, progresivo, irreversible (tal como
era vivido), por el tiempo abstracto, matemdtico, de
unidades sobre una escala, que pertenecia al mundo de
la Ciencia.” [3]

Ilya Prigogine afirma [11]: “Fue la incorporacién del
tiempo en el esquema conceptual de la fisica galileana
la que marcé los origenes de la ciencia moderna.”
Galileo Galilei (1564 - 1642) hace dos planteamientos
importantes a lo largo del siglo XVII. Uno de ellos
consiste en la posibilidad de medir un tiempo absoluto
observando el paso de los satélites de Jupiter por de-
lante y por detrds de dicho planeta. El efecto practico,
que en realidad estaba buscando Galileo, permitia
entonces medir las longitudes (en contaposicién a las
latitudes) con una mayor precisién. El segundo de sus

4La inclusién de la Termodindmica como una de las ramas de
la Fisica Moderna se debe al andlisis que se dard, mas adelante,
de la Segunda Ley de la Termodindmica, en la versién de Ludwig
Boltzmann [8] que bien corresponde a lo que ahora conocemos
como Mecédnica Estadistica.
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planteamientos, respecto al tiempo, establece que los
periodos de oscilacién de un péndulo son los mismos,
lo que a su vez permite la construccién de mejores
relojes. Sin embargo, lo que aqui hay que subrayar es
que Galileo crefa en el caracter absoluto del tiempo.

El filésofo y matematico inglés Isaac Barrow (1630 -
1677), tutor de Isaac Newton, propone que el espacio
y el tiempo son absolutos. Es posible que esta nocién
haya influido poderosamente en el desarrollo de la
Fisica newtoniana. De hecho, Isaac Newton (1643 -
1727) sentencia: “...el tiempo absoluto, verdadero y
matematico fluye igualmente de si mismo y a partir de
su propia naturaleza sin relacién a nada externo.” [12]
Por otra parte, el filésofo alemdn Gottfried W. Leibniz
(1646 - 1716) rechaza esta posicién explicando que los
conceptos de espacio y tiempo debieran ser conceptos
empiricos formados por abstraccién de nuestras percep-
ciones sensoriales de las cosas reales.

A propésito de la postura de Kant (ya discutida)
Bertrand Russell (1872 - 1970), el filésofo de la ciencia
inglés, ha considerado que méas que un avance o un
aporte, esta filosofia fue un escollo y produjo un retro-
ceso en el progreso de las ideas y conceptos cientificos.
Sin embargo, es interesante reconocer que Kant fue, en
su tiempo, lo que podria considerarse un buen cientifico
gracias a su amplio conocimiento de la Fisica de su
época.

La Revolucién Francesa di6 su propia contribucién
a la nocién del tiempo, organizando las medidas o
dimensiones fundamentales. Asi, Jean Fourier (1768 -
1830) puso de manifiesto en su obra Théorie du Chaleur
que las magnitudes fisicas secundarias, todas derivaban
de tres cantidades fundamentales, a decir, la longitud,
la masa y el tiempo.

Una de las consecuencias de la visién newtoniana del
tiempo es que las leyes mecanicas se desarrollan igual-
mente si el tiempo corre hacia delante como hacia atras.
Es decir existe una completa simetria en lo que se re-
fiere a la direccién del tiempo. Rudolf Clausius (1822
- 1888) rebate esta posicién en 1850 al presentar un
articulo ante la Academia de Ciencias de Berlin en el
que propugna la segunda ley de la termodindmica. Esta
ley establece, resumidamente, que la aleatoriedad de los
componentes de un sistema dado crece siempre. Es decir,
la entropfa (cualidad cuantificable de la ley en cuestién),
siempre es positiva y los procesos en los que estd pre-
sente — practicamente todos en el Universo — son irre-
versibles. Por tanto, el tiempo tiene una direccién, si
es que mantenemos la visién mecanicista del mundo que
Newton inicié.

4.1. Aportes del siglo XX

En 1870 el matemadtico alemdn Carl Neumann (1832
- 1925) cuestiona la idea de inercia como Newton

la plantea. En particular Neumann pregunta qué
deberia entenderse por inercia si el Universo estuviese
constituido por una sola particula y si asi se pudiese, en
efecto, construir un verdadero reloj inercial que marcase
un verdadero tiempo absoluto. Sin embargo, jcémo
podemos saber que una particula esta definitivamente
sujeta a una fuerza o no?

En 1883 Ernst Mach (1838 - 1916) publica una historia
de la mecéanica en la que presenta argumentos en contra
de las ideas newtonianas de espacio y tiempo absolutos.
Newton argumenta que el movimiento inercial se da
en relacién al espacio absoluto mientras que Mach
argumenta que el movimiento inercial sélo puede darse
en relacién al promedio de la masa en el Universo.
Por otra parte, Mach creia que lo que entendemos por
tiempo es sélo gracias a los cambios mecdnicos y no de
manera, inversa.

En 1898 Henri Poincaré (1854 - 1912) presenta un
articulo en el que plantea dos preguntas sumamente
significativas: ;Qué quiere decir que un segundo hoy
es igual a un segundo manana? ;Qué quiere decir que
dos eventos que estan separados en el espacio ocurran
al mismo tiempo?

La primera de estas preguntas no tiene una respuesta
definitiva hasta hoy. Sin embargo, un nimero de
filésofos ha llegado a la conclusién de que el tiempo
es una sustancia que permea el espacio sin fluir nece-
sariamente. Ellos argumentan que la nocién de flujo
es inconsistente internamente. “El concepto de flujo,
después de todo, hace referencia al movimiento. Tiene
sentido hablar del movimiento de un objeto fisico, como
una flecha a través del espacio, determinando como
su posicién varia con el tiempo. Pero ;qué signifi-
cado puede darse al movimiento del tiempo mismo?
Formulando la simple pregunta ;Cudn rdpido pasa el
tiempo? expone lo absurdo de la pregunta misma. Asi,
la respuesta trivial un sequndo por sequndo no nos dice
nada en absoluto” [13]. La mayoria de los fisicos dirfan,
en este sentido, que el flujo del tiempo es irreal pero que
el tiempo, por si mismo, es tan real, como el espacio. De
hecho, un reloj mide el paso entre eventos tanto como
una cinta mide las distancia entre lugares; pero un reloj
no mide la velocidad con la que cada momento sucede
al siguiente. Por lo tanto, tal pareciera que el flujo del
tiempo es subjetivo, no objetivo.

Cuatro anos después, en 1902, Poincaré presenta otro
articulo en el que pregunta qué informacién es requerida
para predecir el futuro en un marco relativista (no asf
un marco absoluto como el que imaginaba Laplace), es
decir, conociendo sélo las velocidades y posiciones re-
lativas de las particulas contempladas. Albert Einstein
(1879 - 1955) resuelve en 1905 las cuestiones relativistas
planteadas por Poincaré en sus articulos de 1898 y
de 1902, exigiendo simplemente dos cosas: Que las
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leyes fisicas sean las mismas para cualesquiera dos
observadores moviéndose relativamente a velocidad
constante y sobre los cuales no actie ninguna fuerza.
Lo segundo es que se considere la velocidad de la luz
como una constante independiente de la velocidad de su
fuente. Asi, estos dos postulados permiten abandonar
la idea de un espacio y un tiempo absolutos.

Es llamativo el hecho de que fuesen precisamente las
tres magnitudes fundamentales propuestas por Fourier
las que sufrieran cambios radicales bajo la nueva luz que
arrojé la Teorfa de la Relatividad sobre ellas. Ahora
sabemos que para velocidades comparables a la de la
luz, la masa (entendida como inercia traslacional) crece
desmesuradamente, mientras que la longitud se contrae
y, principalmente para lo que nos toca, el tiempo se
dilata. Conclusiéon: ini el espacio ni el tiempo son
absolutos! Son relativos en funcién del observador.
Pero jqué quiere decir que el tiempo se dilate o que los
relojes marquen el paso del tiempo mas lentamente? Es,
sin duda una pregunta dificil. Lo seguro es que sobre
cuantos relojes se ha probado esta teoria, la misma se
ha comprobado siempre.

Como consecuencia de la teoria propuesta por Einstein,
afnos mas tarde Hermann Minkowski (1864 - 1909) fun-
damenté la base matematica de la teoria introduciendo
un espacio de cuatro dimensiones, el espacio-tiempo.
En este espacio matemadtico sélo la entidad espacio-
temporal puede tener caricter absoluto. En las palabras
de Hermann Weyl (1885 - 1955), “es un continuum
cuadridimensional que no es espacio ni es tiempo.” [14]
Por otra parte, si el astrénomo danés Olaf Rémer ya pu-
do constatar que la velocidad de la luz es finita en 1676,
es discutible el hecho de que hayan tenido que pasar
mas de 200 anos para dilucidar la relatividad del tiempo.

Hay quienes creen que la Teoria de la Relatividad Espe-
cial plantea més problemas que soluciones a la cuestién
del tiempo. Dado que el tiempo sélo es significativo
para un solo observador, pues cada uno tiene un tiempo
propio asociado, jqué significa decir ahora? Einstein
crefa que éste era un concepto humano que ya no podia
tener lugar en esta nueva descripciéon del Universo.
Sin embargo, el mismo escribio: “...hay algo esencial
acerca del ahora que estd fuera del reino de la ciencia.”
[14]

Cuando Einstein incorporé la gravitacién a la teoria
del espacio-tiempo lo que resulté de ello fue la Teoria
de la Relatividad General. En este caso, no sélo
la velocidad tenia repercusién sobre el tiempo sino
también los cuerpos masivos. Asi, por ejemplo, un
reloj sobre la superficie de la tierra se retrasa 107°
segundos cada hora, en comparacién a un reloj alejado,
en el espacio, de cualquier cuerpo masivo. Hoy en dia
se han comparado incluso los tiempos que miden dos
relojes, uno en la azotea de un edificio y otro en la

planta baja. Al otro extremo estdn los agujeros negros,
en los que el campo gravitacional es tan intenso que
el tiempo se detiene efectivamente sobre su horizonte
de eventos. A la vista de efectos tan sorprendentes, no
seria apropiado preguntarse ;qué es lo que realmente se
dilata en cualquiera de estos relojes ideales que son, al
parecer, el mejor reflejo del tiempo?

Otra de las grandes revoluciones del siglo XX tuvo lugar
con el desarrollo de la Mecénica Cuéntica.® Werner
Heisenberg (1901 - 1976), uno de los constructores de
esta teoria, descubrié el Principio de Incertidumbre en
1927. Este principio establece que el producto de las
incertidumbres de dos cantidades (llamadas “comple-
mentarias” o “conjugadas”), como las de velocidad y
posicién, tiene un valor limite. Es decir, que cuanta
mayor precisién se requiere de una de las cantidades,
menor es la precision en la otra. Como se ve, este
principio impone una restriccion al determinar las
posiciones y velocidades de un conjunto de particulas
con un grado de precisién absoluto. De este modo no
es posible determinar, tampoco, ningin futuro para el
sistema en el que dichas particulas se encuentren puesto
que las incertidumbres se irfan multiplicando. Por
tanto, el suefo determinista de Laplace es imposible.
Estas cantidades fisicas no sélo se limitan a la posicién
y la velocidad, sino también pueden, equivalentemente,
ser el tiempo y la energia. Asi, entonces, al no ser
posible la determinacién de una medida temporal con
cualquier precisién, es evidente la imposibilidad de
un tratamiento adecuado de la cuestién del tiempo a
escalas en la que los efectos cudnticos sean apreciables.

Einstein se mostré muy preocupado por las repercu-
siones del Principio de Incertidumbre, ya que significaba
que el mundo no podria ser descrito con total precisién.
Procurando una solucién se reunié en repetidas opor-
tunidades con Niels Bohr (1885 - 1962) en una serie
de entrevistas epistemoldgicas [10], en las que se vio la
necesidad de entender como deberfan interactuar teorias
basicas como las de Relatividad y Cudntica en cuanto a
aspectos tan fundamentales como el espacio y el tiempo.

Los intentos por reunir estas dos teorias aiun contindan
hoy en dia. En el camino se han encontrado, sin embar-
go otros problemas. Ahi estd, por ejemplo, la famosa
paradoja EPR en la que aparentemente se transmite
informacién a velocidades mayores que la de la luz,
lo que viola unos de los postulados de la Relatividad,
con implicaciones inmediatas para la cuestién del
tiempo, que atin no han sido estudiadas completamente.
(Las condiciones experimentales de la paradoja fueron
mostradas en los anos 80.) Una de las muchas hipétesis
propuestas desde entonces es la de Stephen Hawking en
la que el tiempo no es unico. Existe uno imaginario,

5Es interesante mencionar que el escenario en el que se desa-
rroll6 esta teoria fue el tiempo absoluto de Newton.
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necesario a la evolucién del Universo, y otro real que
percibimos y medimos. [15]

Finalmente, estd la Termodindmica que mediante su
concepto de entropia condiciona la direccién del tiempo,
lo hace irreversible. En base a los descubrimientos
en termodindmica de Sadi Carnot (1796 - 1832) en
1821, Rudolf Clausius y William Thomson (més tarde
distinguido con el titulo de Lord Kelvin), establecieron,
a mediados del siglo XIX, la segunda ley de la ter-
modindmica, “un principio que hace posible la expresién
matemadtica de una direccién que controle el curso de los
eventos fisicos.” [1] La primera ley de la termodindmica
estipula la conservacién de la energia. En su forma
clésica, la segunda ley estipula la existencia de una
cantidad , llamada entropia, que en algunos casos
permanece constante, en otros se incrementa, pero que
en ninguno disminuye. Los procesos irreversibles son
aquellos en los que la entropia aumenta. La entropia
puede ser considerada una funcién de estado que
describa un sistema en el que la suma total de los
cambios en la entropia sea positiva. Esto, siempre y
cuando el sistema sea cerrado. Sin embargo, un sistema
mecanico — en contraposicién a uno termodinamico —
sufre cambios mecdnicos (no termodindmicos) que no
afectan el valor de la entropia de dicho sistema.

Existen, de todas formas, ciertos sistemas en los que
hay procesos que se pueden considerar reversibles si los
procesos termodindmicos son lentos, o semejan estados
de equilibrio sucesivos, o si los sistemas no son estric-
tamente cerrados. También se pueden considerar como
procesos reversibles aquellos ciclos termodindmicos (por
ejemplo, el ciclo de Carnot) para los que la energia
agregada necesaria para revertir el ciclo, es pequena
en comparacién a la energia introducida u obtenida en
el ciclo. Asi, estrictamente hablando, ningin proceso
natural — incluyendo los mecénicos® — es completamente
reversible.

Todo esto indica que la direccién de los procesos fisicos
puede ser descrita por una funcién de estado que a
su vez describe el grado de equilibrio alcanzado en el
sistema considerado. Este grado de equilibrio puede
entenderse como el grado de ordenamiento en el sistema.
En el caso del Universo, considerado como un sistema
cerrado, esto se traduce como la existencia de un tiempo
positivo - una direccion preferida - en el que se alcanza
estados sucesivos a mayor entropia, es decir, estados
cada vez méas parejos o equilibrados.

A todo esto Ludwig Boltzmann (1844 - 1906) aportd
una correccién muy valiosa: el principio de incremento
de la entropia debe ser considerado no como una ley
causal, sino como una ley estadistica. “No debemos
decir la entropia debe hacerse mayor, en el sentido en

6En los procesos mecdnicos, también puede haber disipacién
por calor.

el que decimos la energia debe permanecer constante.
Debemos decir, es altamente probable que la entropia
se incremente. En otras palabras, la reversibilidad en
un proceso termodinamico no es fisicamente imposible;
es meramente improbable.” [1] Boltzmann descubri6 la
naturaleza estadistica de la entropia. “El orden es una
excepcién en un mundo azaroso. La direccién de los
procesos fisicos, y la direccion del tiempo, es concebida
como un acto estadistico: el acto de realizacién (trans-
formacién o cambio) es la transicién de configuraciones
improbables a probables. Es esta interpretacién de la
direccién del tiempo que debe estudiarse. Veremos que
representa, en efecto, el nicleo del flujo del tiempo.” [1]

He aqui que debe hacerse una distincién: la primera
ley de la termodindmica es causal. La segunda ley es
estadistica. ;Cudl de ellas es mas fundamental? ;Es
posible derivar una de la otra? En los tiempos de
Boltzmann era evidente una preferencia por la prioridad
l6gica de la primera ley. La segunda era considerada una
ley faute de mieur — una formulacién tentativamente
adoptada a falta de algo mejor. De acuerdo a esta
opinion las leyes estadisticas deberian reducirse a leyes
causales deterministas.

Sin embargo, también es posible lo contrario. Y esta
posibilidad estd apoyada por la interpretacién usual de
la Mecénica Cudntica como una descripcién estadistica
de la naturaleza [10]. Desde los primeros dias de la
formulacién de la Mecanica Cudntica fue evidente cémo
el tiempo afecta esta teoria de una manera tnica, muy
diferente a cémo lo hace el espacio. El indeterminismo
cuantico implica que para un estado cudntico, en
particular, hay muchos (posiblemente infinitos) futuros
alternativos o realidades potenciales. La Mecénica
Cuéntica indica las probabilidades relativas para el
resultado de cada observable, es decir, para cada canti-
dad a ser medida, pero no indica qué futuro potencial
estd destinado a ser realidad. Sin embargo, cuando un
observador hace una medida, uno y sélo un resultado es
obtenido. Para la mente del observador lo posible hace
su transicién hacia lo especifico — el futuro abierto hacia
el pasado fijo — que es precisamente lo que entendemos
como flujo del tiempo.

5. UNA CONCLUSION TEMPORAL

Hoy en dia, incluso la Psicologia ha tomado parte del
debate y ha propugnado si acaso no son los procesos
irreversibles termodindmicos estadisticos los que impri-
men el inexorable paso del tiempo en nuestras mentes.
Por otra parte, no hay consenso entre los fisicos acerca
de cémo la transicién de muchas realidades potenciales
hacia una sola realidad toma lugar. Muchos fisicos creen
que ello tiene que ver con la conciencia del observador,
argumentando que es el acto de observacién el que obliga
a la naturaleza a decidirse por una situacion particular.
Unos pocos investigadores, como Roger Penrose de la
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Universidad de Oxford, mantienen que la conciencia
— incluyendo la impresién del flujo temporal —  podria
estar relacionada a procesos cuanticos en el cerebro.

“; Qué sucederia si la ciencia fuese capaz de descartar el
flujo del tiempo? Tal vez ya no temeriamos el futuro o
lamentariamos el pasado. Las preocupaciones acerca de
la muerte serian tan irrelevantes como las que tenemos
acerca de un nacimiento. La esperanza y la nostalgia
dejarian de ser parte del vocabulario humano. Sobre
todo, el matiz de urgencia que caracteriza toda actividad
humana, se evaporaria. Ya no seriamos esclavos de
las palabras de Henry Wadsworth Longfellow cuando
dice ‘actia, actiia en este presente’, pues el pasado,
el presente y el futuro serian, literalmente, cosas del
pasado.” [13]

Todo esto nos lleva a preguntarnos: ;Podemos con-
traponer un tiempo clasico a uno estadistico? Y si es
asi, jqué puede significar que esté abierta la posibilidad
a los procesos irreversibles y que la direccién del tiempo
no sea unica? La pregunta estd abierta y las respues-
tas. .. esperando.
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RESUMEN

Es sabido que en nuestro medio no existe la suficiente cantidad de recursos nece-
sarios para emprender un adecuado estudio de temas relacionados con la tecnologia
electrénica; es por eso que el trabajo desarrollado brinda una alternativa de solucién
para reducir las limitaciones en el conocimiento y aplicacién de las funcionalidades de
los microprocesadores, como partes fundamentales de los microcomputadores.

Se busca definir una linea de conocimiento para el disefio y construccién de si-
muladores de microprocesadores, multiprocesadores y/o transputers. La concepcién
del trabajo trae consigo muchos otros tépicos, como por ejemplo la estructuracién de
ensambladores cruzados y programas monitores para sistemas embebidos.

El caso de estudio del presente trabajo describe el disefio y las caracteristicas de
un sistema de simulacién del modelo de programacién de microprocesadores MC6800
(como parte del trainer ET-3400) haciendo uso de calculadoras programables HP48
del fabricante Hewlett Packard. Se desarrolla una aplicacién de software para calcu-
ladores que no disponen de un lenguaje de programacion estandar bajo los principios de
optimizacién de espacio de almacenamiento, velocidad, usabilidad, modularidad, reuti-
lizacién, integridad y portabilidad. La concepcién del sistema emulador se fundamenta
en la aplicacién correcta de los conceptos existentes en la arquitectura de hardware y
en la ingenieria de software para sistemas empotrados.

1. INTRODUCCION

La implementacién de un sistema de simulacién en
una plataforma como el calculador grafico de Hewlett
Packard es justificable por la funcionalidad de éste, las
caracteristicas de dicho dispositivo permiten, entre otras
posibles acciones:

e Recepcion y transmision de datos.

e Visualizacién de una considerable cantidad de infor-
macién.

e Procesamiento de la informacién para el control de
eventos.

Es necesario tener un conocimiento apropiado de
la arquitectura de hardware y software de éstos calcu-
ladores para el desarrollo de aplicaciones relativamente
complejas que van més alla de las especificaciones exis-
tentes en los manuales de usuario de éstos equipos.

2. ANTECEDENTES

El uso de calculadores programables en diversas apli-
caciones ya ha sido abordado dentro de varios proyectos
realizados en la Facultad de Ingenieria. Se desarrollaron
accesorios para transformar y/o adicionar funcionalidad
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al tipico calculador programable, pero muchos o casi to-
dos con estructuras poco claras y sin la posibilidad de
portabilidad y reuso de los médulos hardware/software.

Con respecto al caso de estudio, ya existen simulado-
res de microcomputadores implementados en computa-
dores personales o estaciones de trabajo, sin embargo, de
acuerdo a la investigacion realizada, no se tiene constan-
cia de que se haya desarrollado una herramienta similar
para calculadores HP48.

3. OBJETIVOS DE DISENO

Desarrollar una aplicaciéon de software para calcu-
ladores que no disponen de un lenguaje de programacién
estandar con el fin de poder simular la operacién de mi-
croprocesadores en un entorno de entrenamiento.

Para alcanzar el objetivo se tiene que:

e Estudiar y analizar la arquitectura de una platafor-
ma especifica como es el calculador HP48 de Hewlett
Packard.

e Evaluar los requerimientos para el disefio de un si-
mulador de microprocesadores de entrenamiento del
caso de estudio seleccionado, para cuantificar el al-
cance funcional de la aplicacion.

e Disenar la arquitectura de software, para el caso de
estudio seleccionado, considerando los principios de

o7
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Figura 1. Detalle del MC6800 del trainer ET-3400.

optimizacion de espacio de almacenamiento, veloci-
dad, reusabilidad, modularidad, integridad y porta-
bilidad.

e Implementar la aplicacién, para el caso de estu-
dio seleccionado, con el fin de realizar pruebas uni-
tarias, pruebas de médulo y pruebas de integridad
de acuerdo a los protocolos estandar de pruebas.

e El proceso de disenio del sistema de simulacién no
contempla algunas funciones propias del microcom-
putador real; no se implementan las instrucciones
que gestionan las interfaces fisicas del trainer.

e Extender el desarrollo para realizar la migracién a
otras plataformas distintas a las del caso de estudio
seleccionado.

4. DESCRIPCION DEL DESARROLLO DEL
TRABAJO

4.1. Evaluacion de requerimientos
HARDWARE

Las caracteristicas de las arquitecturas del trainery
el calculador se resumen a continuacion:

Trainer ET-3400 Microprocesador Motorola
MC6800

Ancho de palabra: 8 bits

Espacio direccionable (Méx.): 64 KB

Frecuencia del sistema: 1 MHz aprox.

Registros del modelo de programacion: 6

Calculador HP48G+

Microprocesador NEC Saturno

Ancho de palabra: 4 bits

Espacio direccionable (Méx.): 512 KB
Frecuencia del sistema: 4 MHz aprox.
Registros del modelo de programacién: 19

Deben resaltarse los siguientes atributos fisicos del
dispositivo en el que se implemente un simulador de pro-
gramacién de un microcomputador:

MEMORIA. Los calculadores de las familias
HP48G+ y HP48GX tienen 128 KB de memoria RAM
(sin posibles expansiones), lo que permite el cémodo de-
sarrollo de una aplicacién que requiere alrededor de 28
KB.
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Figura 2. Detalle del pP Saturno del calculador HP.

VELOCIDAD. Los tiempos de simulacién del soft-
ware implementado deben ser aptos para el estudio de
casos de uso y pruebas dentro de un margen de latencia
no exagerado. En el calculador existen tres niveles de
programacién disponibles, en orden descendente respec-
to al nivel del lenguaje, pero ascendente en cuanto a la
velocidad de ejecucion se tiene:

(1) Lenguaje RPL de Usuario (UserRPL).
(2) Lenguaje RPL del Sistema (SystemRPL).
(3) Lenguaje Ensamblador (ASM).

INTERFAZ HOMBRE MAQUINA. En el en-
torno de simulacion, el teclado alfanumérico del calcu-
lador es utilizado para imitar al del trainer, mientras
que la pantalla (resolucién 131 x 64) muestra mayor in-
formacién que la que podemos percibir haciendo uso del
trainer.

SOFTWARE

El calculador ofrece un adecuado conjunto de ins-
trucciones que permite imitar las operaciones del mode-
lo de programacién de la Unidad del Microprocesador
MC6800 (UM6800) y el entorno del ET-3400.

4.2. Diseno de la arquitectura de software
4.2.1. Modelado de datos

Se analizan las caracteristicas y relaciones funcionales
de las variables pertenecientes a los modelos de progra-
macién de los sistemas simulado y simulador.

4.2.2. Reconocimiento del entorno de simulacion

De acuerdo al modelado de datos se asignan corres-
pondencias funcionales entre las variables de simulacién
del trainer y el calculador. Los contenidos de los regis-
tros de la UM6800 se almacenan en los registros de la
unidad del Saturno. La memoria RAM y ROM de la
UMG6800 se simulan en la RAM del calculador.
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TABLA 1
Correspondencia de registros y memoria de la UM6800 y del P Saturno.

UMG6800 Saturno
Registro Tamano (bits) Registro Tamano (bits)
Acumulador A 8 R. de trabajo A 64
Acumulador B 8 R. de trabajo B 64
Registro Indice 16 R. de almac. R1 64
Puntero de Pila 16 R. de almac. R2 64
Contador de Programa 16 R. de almac. R3 64
Registro de Cédigo de Condicién 8 R. de estado ST 16
Memoria Tamano (bytes) Memoria Tamano (bytes)
RAM 512 RAM 512
ROM 1024 ROM 1024

acumulador [a]

Argumento Memoria [M] Actuallzar

INSTRUCCIONES

Actualizar

ACUMULADOR INSTRUCCIONES

¥
MEMORIA

REGISTRO
DE CODIGO DE
CONDICION

Banderas [flag]

Banderas [flag]

Registro de Codigo de Condicidn [CCR]

Figura 3. Grafo de las instrucciones de Acumulador y Memo-
ria. Figura 5. Grafo de las instrucciones del Registro de Cédigos

de Condicién.

Banderas [flag]

el sistema de la UM6800, la representacién de éstos se
muestra con los grafos del disefio de los modelos estruc-
turales en las figuras 3, 4 y 5.

En la figura 6 se senalan las caracteristicas fisicas del
sistema original y las del sistema simulador.

INSTRUCCIONES

SALTOS

Y
RAMIFICACIONES

Actualizar

Contador de Programas [PC]

HEATHKEIT

Figura 4. Grafo de las instrucciones de Saltos y Ramifica-
ciones.

4.2.3. Implementacion

La arquitectura del sistema de simulacién se desa-
rrolla refinando sucesivamente niveles de detalle proce-
dimental. Se desarrolla una jerarquia descomponiendo
un enunciado macroscopico de funcién (una abstraccién
procedimental) al estilo paso a paso hasta que se llega a
los enunciados del lenguaje de programacion.

e
B
8
B

Figura 6. Aspecto del trainer ET-3400, fabricado el afio
Los mdédulos encargados de la administracion de la 19g77. P

interfaz gréfica de la aplicacién fueron implementados en

SystemRPL, mientras que los médulos funcionales res-

ponsables de la simulacién de la UM680 estan escritos En la figura 7 se detalla la interfaz hombre méquina
en ASM. del trainer real, donde:

Se identifican tres grupos funcionales generales en
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Figura 7. Interfaz hombre maquina del trainer ET-3400.

1 ] Indicadores de valor/estado.
2 ] Relacién de indicador y bandera.

3 ] Teclado alfanumérico de funcién/valor.
4

[
[
[
[4 ] Reinicio del programa Monitor.

La pantalla correspondiente al programa de emu-
lacién (figura 8) ofrece las mismas caracteristicas en los
indicadores estandar de 7 segmentos. Se muestra la co-
rrespondencia entre las banderas y los respectivos indi-
cadores que las representan con el rellenado o vacio de
las secciones graficas de cada una de ellas (un cubiculo
relleno corresponde al valor 1 1égico, y un cubiculo vacio
corresponde al 0 l6gico).

Los valores constantemente actualizados de los acu-
muladores son los que se muestran en la parte supe-
rior derecha. El registro de cédigos de condicién (CC)
muestra la informacién de los estados de las banderas.
También se indican los valores del contador de programa
(PC), registro indice (IX) y el puntero de pila (SP).

5. CONCLUSIONES

La concepcién del trabajo trae consigo muchos otros
tépicos, como por ejemplo la estructuracién de ensam-
bladores cruzados y programas monitores para sistemas
embebidos.

El adecuado uso de las técnicas de la ingenieria de
software para sistemas empotrados permite la opti-

cC: CH
FC: 0dd3

IH: ool
a SF: OoDy

JLIEP
ERERE

LAUTO [EACK [ CHAM |00 |ERAM[FORK]

Figura 8. Aspecto de la interfaz grafica del simulador.

mizacion del espacio de almacenamiento para datos y la
velocidad de simulacién.

El uso conjunto de dispositivos con las caracteristicas
del calculador programable de HP y mddulos de hard-
ware adicionales pueden ser empleados en varias apli-
caciones, como por ejemplo: simulacién de eventos y
sistemas de hardware/software, control de procesos de
mecanismos y telecontrol de eventos (mediante la inter-
faz infrarroja del calculador), adquisicién y anélisis os-
cilografico de senales, etc.
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PRIMER CURSO DE RAYOS COSMICOS Y ASTROFISICA

Rolando Ticona, Alonso Velarde, Armando Ticona Bustillos

Instituto de Investigaciones Fisicas
Universidad Mayor de San Andrés
La Paz—DBolivia

RESUMEN

La primera Escuela de Rayos Cosmicos y Astrofisica se llevé a cabo en la ciudad
de La Paz del 9 al 20 de agosto de 2004 en el Hotel Torino. El propédsito de la Escuela
fue el de proporcionar un panorama comprensivo de los aspectos tedricos y précticos
de la fisica de rayos césmicos y astrofisica. La Escuela fue dirigida a estudiantes de
los ultimos cursos del nivel de la licenciatura y estudiantes de los primeros cursos de
posgrado, interesados en aprender aspectos bésicos de estos campos. Los tépicos de las
lecciones incluyeron temas como fisica solar, el espectro primario y composicién de los
rayos césmicos, interacciones de altas energias, astronomia de rayos gamma y GRBs, as-
trofisica de neutrinos, detectores de rayos cosmicos, simulaciones, monopolos magnéticos
y aspectos actuales del Proyecto Auger. Estas clases introductorias proporcionaron a
los estudiantes una instrucciéon bésica general, mientras que seminarios especializados
les proporcionaron informacién sobre temas actuales.

Se pretende con esta Escuela iniciar una serie de actividades similares a ser reali-
zadas cada dos afios en diferentes paises de Latinoamérica. El siguiente pais organizador
serd México.

1. ORGANIZACION — C. Navia, UFF, Brazil: Gamma ray Astronomy
1.1. Direccién Cientifica through the detection of photo-muons at sea level
Carlos Aguirre. Proyecto Auger in the sub-TeV energy region.
Carlos Navia. UFF, Brasil — C. Navia, UFF, Brazil: The Brasil—Japan Ezperi-
Oscar Saavedra. Universidad de Torino, Italia ment.
Alfonso Velarde. ITF—UMSA, Bolivia
A. Watson. Leeds, U.K. — L. Patrizzi, U. di Bologna—INFN, Italy: Search for

Magnetic Monopoles.

1.2. Organizador local — 0. Saavedra, Torino, Italy: High Energy Cosmic

Instituto de Investigaciones Fisicas (IIF), Carrera de Ray Interactions.

Fisica, Universidad Mayor de San Andrés.
— S. Vernetto, IFSI—Torino, Italy: Gamma Ray As-

1.3. Financiadores tronomy.
International Center of Theoretical Physics ABDUS N
SALAM (ICTP). 2.2. Seminarios
Centro Latinoamericano de Fisica (CLAF). — Y. Matsubara, Nagoya U., Japan: Cosmic Rays

Proyecto Auger. from the Sun.

— R. Ticona, ITF—U.M.S.A., Bolivia: Search for Ga-

2. DESARROLLO DEL CURSO mma Ray Sources From Chacaltaya.

2.1. Lecturas

— C. Escobar, UNICAMP, Brazil: The Pierre Auger
Ezxperiment.

— A. Zanini, INFN, Italy: The Role of Cosmic Rays
in Atmospheric Processes.

— A. Zepeda, CINVESTAV, México: Cosmic Rays at

— P. Galeotti, INFN, Italy: Ultra High Energy Cosmic the LHC.

Rays and EUSO Ezperiment.

A Haungs, FZK, Germany: Astrophysics and Cos- 2.3. Seminarios en honor al Legado de Galvani—Volta

mic Rays around the Knee. - O Saavedra (Italla) Desde lO In‘ﬁnitamente
Pequeno hasta lo Infinitamente Grande.

— J. Knapp, U. of Leeds, UK: Air Shower Simulations.
— A. Gérard (Bolivia): La Fisica de los Instrumentos

— P. Lipari, INFN, Italy: Neutrino Astrophysics. Andinos.

61
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— A. Zanini (Ttalia): Dosimetria.

— R. Lépez (México): La Fisica en la Vida Diaria.
— L. Patrizzi (Italia): El Legado de Galvani— Volta.
— D. Sanjinés (Bolivia): Historia de la Fisica.

— P. Galeotti (Italia): Las Evoluciones de las Estre-
llas: Desde el Nacimiento hasta los Agujeros Ne-
gros.

— P. Galeotti (Italia): El Origen del Universo: Hechos
y Teoria.

— P. Lipari (Italia): Otro Modo de Observar el Cielo.

3. EVALUACION DEL CURSO
3.1. Impacto en la investigacion local

El estudio de los Rayos Cdsmicos y la Astrofisica a
energias entre los TeV y PeV solamente pueden ser es-
tudiados (1) mediante arreglos de dreas cada vez mayo-
res o (2) con arreglos colocados a gran altitud. Por su
altitud (5300msnm) el Laboratorio de Fisica Cdsmica
de Chacaltaya es importante para el estudio de Rayos
Cosmicos de dichas energias. Por tanto es necesario con-
tinuar con la investigacion en Chacaltaya con experimen-
tos relativos a interacciones de alta energfa, astronomia
de Rayos Gamma, busqueda de monopolos magnéticos
y otros. También se recomendé que se debe lograr cola-
boracién internacional para estos experimentos.

3.2. Contactos iniciados

Se ha iniciado un acuerdo de colaboracién entre
investigadores del laboratorio de Chacaltaya y de la Uni-

versidad de Campinas (Brasil). El propésito principal de
esta colaboracién consiste en que investigadores y estu-
diantes bolivianos puedan ir, por lo menos uno al afno, a
Malarge (Argentina) donde se encuentra el Experimento
Auger.

3.3. Comentarios y Conclusiones de los organizadores

El curso conté con disertantes que son autoridaes
mundiales en el campo de los Rayos Cdésmicos y As-
trofisica, mostrando el avance en el estudio de los
Rayos Césmicos de Ultra Alta Energia. Los diser-
tantes cubrieron topicos como: Revisién de los estu-
dios tradicionales de Rayos Cdsmicos, esto es, Interac-
ciones de Alta Energia, Astrofisica y Rayos Césmicos en
torno a la “rodilla”, Fisica Solar; tépicos recientes co-
mo la Busqueda de Monopolos Magnéticos, Astrofisica
de Rayos Gamma y Neutrinos; y futuros proyectos co-
mo Rayos Césmicos de Ultra Alta Energia: Experimento
Auger, y experimento EUSO. Todos estos topicos fueron
complementados con simulaciones. Asi que, tanto orga-
nizadores como participantes, coinciden en que el curso
satisfizo sus expectativas. Se hicieron copias en CD de
todas las presentaciones en Power Point.

Se adjunta a la presente edicién el CD con las exposi-
ciones.

El Comité Organizador agradece a los financiadores.

3.4. Sugerencia para el futuro

Como el nombre del curso sefiala, este es el primer
curso periédico en Latino América. EL Comité Orga-
nizador ha acordado realizar el curso cada dos afios en
diferentes paises de Latino América. La sede del segundo
curso se ha fijado en México para el 2006.



Revista Boliviana de Fisica 10, 63-70 (2004)

EL METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS:
UNA DEDUCCION ALTERNATIVA
(The Method of the Least Squares: An Alternative Deduction)

Wilton P. Silva!, Cleide M. D. P. S. e Silva?, Diogo D. P. S. e Silva?, Cleiton D. P. S. e Silva*

L2 Departamento de Fisica
3 Departamento de Matemdtica e Fstatistica
L23UFCG, 58109-970, Campina Grande, PB, Brasil
4ITA, Sao José dos Campos, Sio Paulo, Brasil

RESUMEN

La mayoria de los libros didacticos que abordan el problema del ajuste de cur-
vas deducen el método de los minimos cuadrados a partir de la presuncién de que un
conjunto de puntos experimentales del tipo (#;;y; £ oym:) fluctuan, en torno de la fun-
cién ajustada, con una distribucién gaussiana de errores. En este articulo es propuesta
una deduccién alternativa, sin partir de esta presuncién. Se obtienen férmulas para
los parametros de una funcién de primer grado, para sus incertidumbres y para la co-
varianza entre sus parametros. Estas férmulas son aplicadas a un conjunto de puntos
(®i; yi £ 0yms) que se ajustan a una recta. La determinacién de una incertidumbre para
la funcién ajustada a puntos del tipo (z;;y; L oym:) es discutida y, con ello, dicha funcién
pasa a estar dada por y(z) = y(2)m + 0y(z)m, donde y(x),, es la “expresién media” de
la funcién y o (z)m es su incertidumbre. Una aplicacién del estudio desarrollado se hace
para datos obtenidos en un péndulo de torsién y el andlisis de los resultados obtenidos a
través de las expresiones deducidas permite establecer el modelo que relaciona el torque
aplicado al péndulo y su dngulo de torsién.

ABSTRACT

The majority of didactic textbooks treating the problem of curve fitting deduces
the method of least squares from the presupposition that a set of experimental points of
the type (z;;y; £ oym;) is distributed normally around the fitted function. This article
proposes an alternative deduction without use of this presupposition. Formulas are
obtained for the parameters of a function of first degree, for their uncertainties and for
the covariance between these parameters. These formulas are applied to a set of points
(%i; yi £ oymi) suited around a straight line. The determination of the uncertainty of the
function fitted to points of the type (z;;y; £ oymi) is discussed and the fitted function
is then given by y(z) = y(2)m * 0y(z)m, Where y(x),, is the “averaged expression” of
the function and o (,)m , is its uncertainty. An application of the study is carried out
for dates obtained from a torsion pendulum and the analysis of the results permits to
establish the relationship between the torque applied on the pendulum and its torsion
angle.

1. INTRODUCCION

En el trabajo experimental, en general estamos in-
volucrados con medidas que, muchas veces, resultan en
tablas que poseen una representacion grafica. Hasta ini-
cios de la década de los 80 era comin extraer resulta-
dos experimentales a partir del andlisis de graficos, en
general trazados en papel milimetrado, semilog y log-
log. Con la popularizacién de los microcomputadores,
varios softwares fueron desarrollados con el objetivo de
analizar datos experimentales que pueden ser representa-
dos graficamente. El método utilizado en esos softwares

'Email: wiltonps@uol.com.br

es el método de los minimos cuadrados que, en la ma-
yoria de los textos didacticos, es desarrollado a partir de
la presuncién de que los puntos experimentales presen-
tan flutuaciones con una distribucién normal de errores
en torno de la funcién ajustada. En este articulo pro-
ponemos una deduccién alternativa para el método de
los minimos cuadrados, sin la consideracién de la dis-
tribucién normal de errores, en el ajuste de una funcién
de dos pardmetros a puntos del tipo (z;;y; £ 0oym:). Con-
viene observar que y; es el valor medio de la ordenada
del i-ésimo punto y que oym,; es la incertidumbre de ese
valor medio. Incluiremos ademads, la deduccién de una
importante informacién con relaciéon a la funcién ajus-
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tada, que es la determinacién de una incertidumbre aso-
ciada a esa funcién. Especificamente, la funcién objeto
de este estudio sera la funcién de primer grado.

A pesar de que la determinacién de incertidum-
bres para puntos del tipo (z;;y;) sea comin en mu-
chos trabajos; nosotros lo haremos para puntos del tipo
(x3;yi £ 0ymi), esto es, para puntos cuya incertidumbre
de la variable dependiente sea conocida. Para esos casos,
el sistema fisico objeto de estudio pasa a ser descrito de
forma completa, por la expresién y(x) = y(2)m £0y(2)m,
siendo y (), la funcién ajustada, y oy (,)m la incertidum-
bre de esa funciéon. En todo el articulo supondremos
que la variable independente estd excenta de errores. Si
no fuera asi, el estudio desarrollado aqui contintda sien-
do vélido pero, en este caso, hay que hacer un ajuste
previo con z excento de errores y, en seguida, trans-
ferir las incertidumbres de z para y, por propagacién
de errores, seguido por un nuevo ajuste. De los soft-
wares mas conocidos disponibles en el mercado, pocos
como el “Origin”? y el “LAB Fit Curve Fitting”? de-
terminan una incertidumbre para funciones de primer
grado ajustadas a puntos del tipo (z;;y;). El “LAB Fit”
es el tinico conocido por los autores de este articulo que
hace la transferencia de las incertidumbres de = para y
de forma automaética, a partir de la informacién de las
incertidumbres de z. A propdsito, el presente articulo
tiene su origen en el desarrollo de este software, crea-
do en complementacion al libro “Tratamento de Dados
Experimentais” [1].

2. DEDUCCI()N USUAL DEL METODO DE LOS
MINIMOS CUADRADOS

Dado un conjunto de N puntos (z;; y; = oymi) ¥ una
funcién f(x,a,b), donde z es la variable independente
y a y b son los pardmetros de esa funcién, su ajuste
al conjunto de puntos puede ser obtenido a través del
método de los minimos cuadrados. Este método ha sido
desarrollado en muchos textos didacticos a partir de la
siguiente presuncién: las distribuciones de los errores de
los puntos experimentales en torno de la curva ajustada
deben ser gaussianas. Eso significa que en un grafico,
la probabilidad de que un punto (z;;y; £ oymi) “esté
sobre la curva ajustada” estd dada por la funcién de
distribucién normal (ver, por ejemplo, la referencia [2]):

C _;[w2
e 2

Pi = Tymi ) (1)

Oymi

donde C' es una constante que tiende a uno por cuan-
to P; es, de hecho, una densidad de probabilidad. Asi,
la probabilidad de que la curva contenga todos los N
puntos experimentales estd dada por el prodcuto de las
probabilidades individules:

2www.originlab.com
3www.angelfire.com/rnb/labfit

N N
e =
Haymi
i=1

Naturalmente, la funcién que mejor se ajusta a los
puntos es aquella para la cual la probabilidad P es
maxima. A eso se da el nombre de principio de la
méaxima probabilidad. Entonces, el exponente negativo
de la funcién dada en la Eq. (2), debe ser, en médulo,
un minimo. Denotando la sumatoria del exponente de
la Eq. (2) por x?2, esto es, haciendo

P

Al 1
X2 = Z[yl - f(xi)avb)]2 P (3)

ymi

las condiciones para que x? sea un minimo son:

o _

o _
da Y "o

=0. (4)

A partir de las condiciones dadas en (4) y de la ex-
presién obtenida en (3), tenemos un sistema de dos ecua-
ciones que nos posibilita determinar los pardmetros a y
b para una funcién especifica. Esta es la deduccién usual
del método de los minimos cuadrados, y es presentada de
esa forma en la mayoria de los libros que tratan el pro-
blema del ajuste de curvas. Atn cuando el razonamiento
empleado en la deduccién sea bastante simple, induce al
estudiante a creer que tal método sélo puede ser aplica-
do si los puntos experimentales fluctian con distribucién
normal en torno de la funcién ajustada. En este articulo,
mostraremos que el método de los minimos cuadrados
puede ser desarrollado sin la suposicién de la distribu-
ci6on normal. Naturalmente, si la distribucién normal
existe, habrd mayor disponibilidad de informacién sobre
la funcién ajustada, como por ejemplo, la asociacién de
una probabilidad a los intervalos determinados para los
valores de los parametros.

Para nuestra deduccién alternativa, debemos hacer
una revisién de un tema normalmente estudiado en el
primer curso dedicado a la Fisica Experimental: valor
medio de medidas no similares.

3. REVISION DE UN TOPICO RELEVANTE:
VALOR MEDIO DE MEDIDAS NO SIMILARES

Antes de la deduccidn alternativa propiamente dicha,
hagamos un andlisis del tratamiento de medidas no simi-
lares de una misma, cantidad. Este tipo de tratamiento
serd utilizado en nuestra deduccién y, para ello, supon-
gamos que hayamos hecho n; lecturas de una cantidad
x que, entonces, puede expresarse asi:

I :i’l :l:(fzml. (5)
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Aqui, z; es el valor medio de z; y ozm1 es la
desviacién estandar de este valor medio. Con un otro
conjunto de ny lecturas de la cantidad z, obtenidas con
el mismo instrumento y en las mismas condiciones, pode-
mos escribir:

To = To £ Opmo- (6)

A pesar de que x; y 22 son medidas de la misma
cantidad z se llaman medidas no similares, por tener
precisiones diferentes. Los valores medios de z1 y de x>
son determinados a través de la expresion para la media
aritmética de las lecturas

1 n
1=

donde n es el numero de lecturas efectuadas en cada
conjunto de datos. La desviacién estdndar de cada media
se obtiene por las expresiones [2, 3 y 4]

Opm = —— (8)

donde o, es la desviacién estandar de las lecturas. Hay
que observar que la relacién entre o,,, y 0, dada en la
Eq. (8) estd demostrada en las referencias [2, 3 y 4] sin
partir de la suposicién de que las lecturas tengan una
funcién de distribucién normal.

Debemos observar que, para extraer un unico resul-
tado final de las medidas x; y x2, no podemos sim-
plemente calcular la media aritmética de esas medidas,
porque ellas tienen precisiones diferentes. Para evitar el
problema, basta comprender que un nuevo valor medio
puede ser obtenido por la “unién” de los dos conjuntos
de lecturas originales en un dnico conjunto con ni + ns
lecturas, con lo que usamos la Eq (7):

_ 1
Fr= ——oHo
ny + no

ni no
S +zm2i], )
i=1 i=1

donde x1; y x2; son las i-ésimas lecturas de los conjuntos
de datos 1y 2.

n

De la Eq. (7) podemos escribir Zx, = nZ vy, en-
i=1

tonces, la Eq. (9) puede ser reescrita de la siguiente

forma:

T = ﬁ [nla":l + n2i‘2] , (10)
lo que significa que el nuevo valor medio es igual a la
media ponderada de x; y z2, teniendo el numero de lec-
turas de cada conjunto de datos como el factor peso. Por
otro lado, de la Eq. (8) podemos escribir n = 02 /02
que, sustituido en (10), nos da:

= 1 = 1
T1—=5— +To——
Tami Tam2 (11)
1 1 :

3
Oam2

T =

2

Oam1

En esta ultima expresion los desvios estandar o, de
las lecturas de los dos conjuntos fueron considerados
iguales, lo que permitié su simplificacién. Esa consi-
deracion es bastante razonable porque hicimos la suposi-
cién de que los dos conjuntos de lecturas fueron obteni-
dos con el mismo instrumento, y en las mismas condi-
ciones. Una generalizacién de la Eq. (11) para N medi-
das no similares nos da:

zmi

rT=——" (12)

N

E oL
Tiyz

i=1

donde el término 1/02, . es denominado peso estadistico

de la i-ésima medida. Entonces, dadas N medidas no
similares x; = T; £ 0mi, el valor medio de esas medidas
es calculado con la utilizacién de la Eq. (12).

4. DEDUCCION ALTERNATIVA DEL METODO DE
LOS MINIMOS CUADRADOS

Cuando un conjunto de N puntos del tipo (z;;y; =
Oymi) Se obtiene en un laboratorio, el desprecio de las
incertidumbres o.,; significaria una pérdida de la infor-
macion disponible. Mas que eso, lo que harfamos, de
hecho, seria provocar una “distorsiéon” de la informacién
disponible. Lo més correcto seria desarrollar el método
de los minimos cuadrados tomando en consideracién las
incertidumbres de y. Para ello, recordemos que, si las
lecturas y; tuviesen pesos estadisticos desconocidos y
quisiésemos ajustar una funcién f(z,a,b) a esos pun-
tos, deberiamos minimizar la siguiente expresién para la
varianza del ajuste [1, 5y 6]:

1 N
) = mZ[yi — f(zi,a,0)]%. (13)

i=1

La expresion (13) puede ser reescrita del siguiente
modo:

N
Z[yz - f(mu a, b)]2
2 _ N =1
Tv@) T N 2 N ’
(14-a)
0

> _ N =

Tya) = N — 2
(14-b)
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donde

(14-c)
La expresion (14-c) define el error cuadrético medio
de los puntos (z;,y;) a los que fue ajustada una funcién
del tipo f(z,a,b). Como las diferencias [y; — f(x;,a,b)]
no poseen pesos estadisticos propios, ya que los y; no
los poseen, la media de los cuadrados de esas diferen-
cias se determina por la Eq. (7), que define una me-
dia aritmética. Puesto que consideramos puntos experi-
mentales del tipo (x;;y; £ oymi), 1o que significa que se
considera a los x; excentos de error, pero no asi a los
y;- Entonces, vamos a utilizar a Eq. (12), que define
una media ponderada, para determinar la media de los
cuadrados de los errores para puntos con incertidumbres
en y;:

N

Z[yl - f(l'i,(l, b)]2021

ymi

5 i=1
62

(15-a)

Entonces, la Eq. (14-b), que define la varianza del
ajuste, debe ser reescrita con €2 dado por la Eq. (15-a),
que toma en consideracion el peso estadistico de cada y;:

N
Z[yi - f(wiaav b)]20'21 )
> N = v
Ty(@) = N _ 9 N ’
2021 ;
-1
(15-b)
o)
2 N X2
Ty@) = N _3 N ’
>
i=1
(15-c)
donde el término
al 1
X2 = Z[yz - f(l‘i,(l,b)]22—,
i=1 ymi
(15-d)

es el llamado chi-quadrado de ajuste a la funcién.
Entonces, la condicién para que el ajuste tenga la
menor varianza posible implica la minimizacién del chi-
quadrado:

o _

o _
da y ob

—0. (16)

Naturalmente, la Eq. (15-d) es idéntica a la Eq. (3)
y las condiciones de la Eq. (16) son las mismas obtenidas
en la deduccién usual del método de los minimos cuadra-
dos, dadas en la Eq. (4). Pero debemos observar que,
en esta deducién alternativa, no ha sido necesario consi-
derar que los puntos tengan una distribucién normal de
errores en torno a la funcién ajustada. En muchos cursos
iniciales de Fisica Experimental, la distribucién normal
de errores apenas se menciona y eso dificulta, desde el
punto de vista didactico, la presentacién del método de
los minimos cuadrados a través de la deduccién usual.
En este contexto, la deducién presentada aqui consti-
tuye una alternativa viable porque nos dispensa de un
conocimiento mas profundo de la funcién de distribuciéon
normal.

Es importante percibir que los y; para los diferen-
tes puntos ¢ se refieren a cantidades distintas, pero las
diferencias [y; — f(zi,a,b)] fluctuan en torno de cero y,
por tanto, pueden ser consideradas como medidas de una
misma cantidad. Eso justifica el uso de la Eq. (12) en
la determinacién de €2, en este caso, en que los pun-
tos tienen pesos estadisticos propios. Aunque una ob-
servacién poco atenta puede llevarnos a suponer que la
deduccién propuesta sea excesivamente larga, sin embar-
go, hay que resaltar que la revisién hecha en la seccién
3 es necesaria en cualquier curso béasico de Fisica Expe-
rimental y, por tanto, nuestra deduccién se restringe, de
hecho, apenas a la seccién 4.

5. EL METODO APLICADO A UNA RECTA
CUALQUIERA

Las condiciones de minimizaciéon dadas por las Eq.
(16) pueden ser extendidas a una funcién con una canti-
dad cualquiera de pardmetros. Aplicaremos tales condi-
ciones al ajuste de una funcién de primer grado, dada
por y(z) = ax + b. En este caso, el chi-cuadrado viene
dado de la siguiente forma:

N

X* = Z[yi —ar; — b]2g+

£ ymi
i=1

Asi, de la primera condicién de minimo, encon-
tramos:

N o2 N N iy
o+ Ly = i

Y de la segunda condicién de minimo:

N ; N 1 N vi
(o) ()= (32)
=1 ymi =1 ymi =1 ymi

(17-b)
Las Eqs. (17-a) y (17-b) forman un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas que, resuelto, nos da:

(17-a)
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- - ’_Zgy’ | (8)

1| L 22 . N .
b=p [ Y| (19

Nle
D=3 5D ——

2
i=1 - ymij—1 U ymj

N 2
(ZU; > . (20)

i=1 ymi

Nos cabe ahora, deducir las expresiones para las in-
certidumbres de los pardametros a y b y también para
la covarianza entre esos pardmetros. Con ello, podemos
escribir la funcién en la forma y(z) = y(2)m £ 0y @)m,
siendo y(z)m la funcién ajustada y oy (y),, la incertidum-
bre de la funcién. Eso es lo que haremos a continuacién.

5.1. Determinacion de las incertidumbres de los
pardmetros
La determinaciéon de las incertidumbres de los
parametros a y b se hace a través de la férmula de propa-
gacion de errores [2, 3, 4]:

N/ 5a 2
Cam = Z <a—yiaymi> . (21)

i=1

Como el pardmetro a estd dado por la Eq. (18), es
facil mostrar que la expresién (21) queda como:

(22)

donde D estd dada por la Eq. (20
b obtenemos:

). Andlogamente, para

(23)

Obm =

Determinemos, ahora, la covarianza entre los

parametros de ajuste.

5.2. Determinacion de la covarianza entre los
pardmetros de ajuste

En los casos en que los pardmetros a y b dependen
de valores independientes y;, que a su vez poseen incer-
tidumbres oy, la covarianza entre esos parametros esta
definida del siguiente modo [2, 3, 5]:

Oa 0Ob
cov(a, b) Zc‘)yz o0; Zmz (24)

La Eq. (24) define la covarianza entre a y b pre-
suponiendo que las medidas y; sean independientes entre
si. Asi, conocidos los pardametros a y b a través de las
expresiones (18) y (19), y sustituyendo esas expresiones

n (24), encontramos:

N
1 T;

D ol 7

ymz

cov(a,b) = (25)

donde D fue definida en la Eq. (20). Habiendo deter-
minado 64m, Opm ¥ cov(a,b) podemos, finalmente, de-
terminar la incertidumbre de la funcién ajustada. Vale
resaltar que los principales resultados obtenidos en esta
seccién ya fueron presentados en un articulo anterior [7],
en un contexto de linealizacién, pero no fueron deduci-
dos, cosa que ahora hemos hecho aqui.

5.3. Determinacion de la incertidumbre para la funcion
ajustada

Ademds de presentar una deduccién alternativa pa-
ra el método de los minimos cuadrados, el propésito de
este articulo es anadir una incertidumbre a la funcién
ajustada, semejante a la que fue propuesta en la re-
ferencia [5] para puntos de incertidumbre desconocida,
esto es, para puntos del tipo (z;,y;). La diferencia es
que, en nuestro caso, los puntos experimentales estan
dados por (z;,y; £ 0ym;) ¥, por tanto, los pardmetros,
las incertidumbres de esos pardmetros y la covarianza
entre ellos son calculados por férmulas diferentes, dadas
por las Eqgs. (18), (19), (22), (23) y (25). Ahora, la
expresion para la incertidumbre de la funcién ajustada
puede obtenerse a través de la expresion general para la
propagacion de errores, aplicada a una funcién de dos
pardmetros [3 y 5]:

_foy N\, [0y _\, . 0ydy
Oy(z)ym = \/(%0a> + (%Ub) +2%%CO’U(G,I)).

(26-a)
Como y(z) = ax + b, de la Eq. (26-a) resulta:

Oy(z)m = \/(33%)2 + o + 2z cov(a, b).

(26-b)

Entonces, con o4m, opm y cov(a,b) dados respecti-

vamente por (22), (23) y (25), la incertidumbre de la
funcién queda completamente determinada.

6. EL METODO APLICADO A UNA RECTA QUE
PASA POR EL ORIGEN
Para una recta que pasa por el origen, dada por
y(z) = azx, la aplicacién de la condicién de minimizacién
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TABLA 1
Puntos (0“ Mz + UMmi)-

1 2

3 4 5 6

9(rad) 0,227 | 0,349

0473 | 0642 | 0,768 | 0,873

M(N.m) | 0,00233 | 0,00372

0,00522 | 0,00676 | 0,00817 | 0,00946

orm(N.m) | 0,00011 | 0,00015

0,00020 | 0,00025 | 0,00030 | 0,00035

del chi-cuadrado junto con el estudio de propagacién de
errores para el pardmetro obtenido da:

y(x) = (a £ oam)z, (27)

con

(28)

7. UNA APLICACION NUMERICA A PUNTOS QUE
SE AJUSTAN A UNA RECTA

Vamos a aplicar los resultados obtenidos a un con-
junto de puntos que se ajustan a una recta, siendo los
datos del tipo (x;,y; £ oymi). Después, vamos a discu-
tir cémo nuestros resultados podrian ser utilizados para
puntos del tipo (z;;y;).

7.1. Recta definida por dos parametros

Para puntos de incertidumbres conocidas, podemos
hacer el ajuste a una recta con dos parametros a través
de la aplicacién directa de las Eqs. (18) y (19) en la
determinacién de los pardmetros. Las incertidumbres de
los pardmetros a y b son obtenidas a través de las Eqs.
(22) y (23) y la covarianza entre estos parametros estd
determinada por la Eq. (25). Con eso, podemos deter-
minar la incertidumbre de la funcién ajustada a través
de la Eq. (26-b).

Hagamos una aplicacién numérica al conjunto de
datos (z;,y; £ oymi) mostrados en la tabla 1, referidos
a un péndulo de torsién. Estos datos fueron extraidos
de la referencia [8] y se busca establecer un modelo que
relacione el torque M aplicado en los extremos de un
hilo metdlico y el dngulo 8 de torsién. El montaje expe-
rimental se propone en la referencia [9], con la utilizacién
del “Kit para Experiencias de Mecanica” (K.E.M.) [10].
Pasemos a los datos extraidos de la referencia [9] (tabla
1).

Aplicando la solucién propuesta para una funcién de
primer grado con dos pardmetros, finalmente obtenemos:

M(6) = (0,0109136 — 0,00011)+

29
10~*,/14, 398867 — 11, 07086 + 2, 66169, (29)

donde, en la funcién M(#) = af + b, tenemos o4y, =
0,00038N.m/rad, opy = 0,00016N.m y cov(a,b) =
—5,53534 x 1078 N2.m? /rad.

La expresién (29) nos permite trazar el gréfico de la
funcién ajustada a través de tres lineas: la linea central
que representa los valores medios de la funciém y(z),,,
y dos lineas mds de incertidumbres, representando los
limites inferior y superior de la faja de confianza de
la funcién. Admitiendo que los puntos fluctien segin
la distribucién normal en torno de la funcién ajustada,
podemos multiplicar o), por un factor que dé la fa-
ja de confianza de la funcién con una probabilidad de
95,4%: para los cuatro grados de libertad del ajuste
tenemos f = 2.87 (ver, por ejemplo, el “LAB Fit Curve
Fitting Software”). Asi, la funcién ajustada pasa a estar
dada por la siguiente expresién:

M(8) = (0,0109136 — 0,00011)+
2,87 x 10~*,/14, 398862 — 11,07086 + 2, 66169,
(30)

con 95,4% de confianza. Con la Eq. (30) podemos trazar
el grafico mostrado en la figura 1, relativo al ajuste, ex-
trapolado hasta 8 = Orad. En este grafico, la linea cen-
tral representa la funcién ajustada y las lineas superior
e inferior definen la faja de incertidumbre de la funcién.
Una inspeccién de la figura 1 sugiere que la recta podria
pasar por el origen, y eso merece ser investigado.

7.2. Recta que pasa por el origen

En el ajuste realizado en el inciso anterior, nos quedé
la sospecha de que la recta podria pasar por el origen.
Para determinar la probabilidad de que el coeficiente li-
neal (pardmetro b) sea cero, se utilizé el test ¢ de Stu-
dent [11] con el siguiente resultado: t = —0,703737; lo
que implica una probabilidad P(t) = 0,520 de que el
parametro b sea cero. Asi, el modelo “recta con dos
parametros” debe ser abandonado y el ajuste debe ser
rehecho utilizando las Eqs. (27) y (28), lo que da el
siguiente resultado:

M = (0,01067 = 0,00017)8 (31)

La Eq. (31) genera el grafico mostrado en la figura
2.
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Figura 1. Momento M aplicado en los extremos del hilo
versus el angulo 6 de torsién. La linea central es la funcién
ajustada: M = af + b, y las lineas externas definen una faja
con 95,4% de confianza.

7.3. AJUSTE DE UNA,FUNCIO’NA PUNTOS CON
PESOS ESTADISTICOS DESCONOCIDOS

Para puntos de incertidumbres desconocidas, pode-
mos hacer un pre-ajuste considerando los oym; = 1, lo
que permite determinar la varianza del ajuste a;(z) y
consecuentemente o, (z), que da una medida de la incer-
tidumbre de los puntos experimentales. Asi, consideran-
do cada oy, igual a 0, (,), podemos volver a aplicar las
Eqgs. (18), (19), (22), (23), (25) y (26-b), y determinar
la funcién ajustada de forma completa, lo que es equi-
valente a lo que se hizo en la referencia [5]. Hay que se
observar que el procedimiento descrito aqui impone, de
hecho, que el chi-cuadrado reducido del ajuste sea igual
a 1, lo que lo hace lo mdas verosimil posible (ver, por
ejemplo, [3]).

8. CONCLUSIONES

Queda en evidencia que un conjunto de puntos no
necesariamente tiene que tener flutuaciones estadisticas
que obedezcan a una distribucién normal en torno de
la curva ajustada para que podamos deducir las expre-
siones para los parametros de la funcién ajustada. Asi, es
posible demostrar el método de los minimos cuadrados
también para alumnos que no tengan un conocimiento
profundizado en Estadistica, lo que es una ventaja des-
de el punto de vista didactico y un recurso disponible
mas. Ademds de ello, por no restringir los resultados
a un cierto tipo de datos, la deduccién alternativa es
mas general que la deducién usual. Por otro lado, la in-
clusion de una desviacion estandar para la funcién ajus-
tada enriquece considerablemente el nivel de informacién
acerca del ajuste, tornando los resultados obtenidos maés
confiables. También para funciones con puntos de in-
certidumbres desconocidas, la técnica del pre-ajuste con
oymi = 1, generadora de esas incertidumbres, se revela
satisfactoria y es equivalente a lo que fue propuesto en
la referencia [5].

En cuanto a los resultados experimentales para el

0,012
—. 0008
E
=
= 0,006
0,003 4
0 ; ; . ; .
0 032 04 05 s 1,0
& (rad)
Figura 2. Momento M aplicado en los extremos del hilo

versus el dngulo 6 de torsién. La linea central es la funcién
ajustada, M = a#, y las lineas externas definen una faja con
95,4% de confianza.

péndulo de torsién queda claro, a través del test ¢ de
Student, que la funcién M = af + b debe ser descarta-
da en favor del modelo M = af. En ese modelo, como
sabemos, el parametro a es la constante de torsién del
hilo.

Un otro aspecto que se percibe de forma clara en el
andlisis de la figura 1 es el cuidado que debemos tener
al hacer extrapolaciones de rectas ajustadas. En la me-
dida en que nos separamos de la regién de los datos, la
incertidumbre del valor medio de la funcién ajustada va
aumentando, esto es, la precisién de los resultados va
disminuyendo, como evidencian las lineas que definen la
faja de incertidumbre de la funcién.
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RESUMEN

Se presentan los exdmenes de la 9™* Olimpiada Boliviana de Fisica. Estos
corresponden a los niveles de Tercero y Cuarto de Secundaria y fueron tomados en
fechas 27, 28 y 29 de Julio de 2004 en el Distrito Minero de Huanuni, Oruro.
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9na OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA
Distrito Minero de Huanuni, Oruro. Julio del 2004
TERCERO DE SECUNDARIA

PARTE CONCEPTUAL

1. ;Qué sucede cuando dos ondas iguales y simétricas con desplazamientos opuestos se cruzan?
2. En un recipiente cerrado con un émbolo que contiene agua, se introduce una esfera de plastico
deformable. Si se incrementa la fuerza sobre el émbolo. ;Se deforma la esfera?, de ser asi ;qué forma

toma?

s

O

PARTE PRACTICA

1. El diagrama velocidad — tiempo de un mévil es el cuadrante de circunferencia representado en la figura.
Otro mévil se mueve sobre la misma recta del anterior, pero con movimiento uniformemente acelerado, y
partiendo en el mismo instante desde la misma posicién inicial con una velocidad vy = 0.5 v; alcanza al
primer mévil en el tiempo t;. Determinar la aceleracion del segundo mévil.

VA
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2. En un experimento de laboratorio, un bloque de madera con drea de seccitn transversal A, se suspende
por encima de un recipiente de agua mediante un resorte lineal de constante elastica k.
La parte inferior del bloque se encuentra a una distancia D por debajo del nivel del punto donde se sostiene
el resorte. Cuando el nivel del agua del recipiente se eleva y se ubica a una distancia h por debajo de dicho
punto, determinar d en funcién de los pardmetros A, D, k, h, y la densidad del agua p .

A A A

3. En la figura siguiente, el bloque de masa M tiene una aceleracion doble que la aceleracion del bloque
de masa 2M. Existe rozamiento en todas las superficies en contacto. Calcular el valor del coeficiente de
rozamiento cinético.

M

2M

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

LR T

SOLUCIONES PARTE CONCEPTUAL

1. Tomemos como ejemplo a las ondas sonoras, para ellas es valido el principio de superposicion. El
principio de superposicion de ondas significa que cada onda se propaga en un medio independientemente
de la existencia de otras ondas.

El fenémeno de la superposicién de dos (o mas) movimientos ondulatorios en determinadas condiciones se
llama interferencia.

Estudiemos la interferencia de dos ondas sonoras dentro de un tubo. Supongamos que en el tubo hay
simultdneamente dos ondas de la misma frecuencia que se propagan en sentidos contrarios. Digamos que
una onda de desplazamientos se propaga en el sentido positivo del eje x y estd determinada asi:

y, = Acoso(t —%),



74

BUSTOS R. ET. AL.

mientras que la otra
X
v, = Becosw(t +—),
C

se propaga al encuentro de la primera.
Es evidente que la desviacion de cada punto de su posicién de equilibrio para el instante t serd

yWty, =y

La segunda onda y, puede definirse siempre como la suma de dos ondas progresivas, a saber:
X X
v, =Acos@(t+—)+(B—A)cosa(t+—)
c C
Entonces la oscilacién resultante y (x, t) se representa asi:

y=yty, :Acosw(t—i)+Acosw(t+§)+(B—A)Cosa)(t+ﬁ)
c c c

wx X
=2Acos—coswt+ (B—A)cosw(t+—)
C c
El movimiento ondulatorio resultante consta de dos partes:
de la onda estacionaria

wx
2Acos—cos ax
c

y de la onda progresiva
X
(B—A)coso(t+—)
C

Siendo B = A, es decir cuando dos ondas progresivas en sentidos contrarios tienen amplitudes iguales el
movimiento ondulatorio resultante serd una onda estacionaria.

La energia no se propaga en una onda estacionaria. Por lo tanto el movimiento de una onda estacionaria, de
hecho, ya no es un movimiento ondulatorio, aunque se obtiene como resultado de 1a interferencia de dos
ondas progresivas de igual amplitud.

Si las amplitudes de las ondas que se desplazan al encuentro no son iguales, el movimiento ondulatorio
consta de una onda estacionaria y de una onda progresiva, cuya amplitud serd igual a la diferencia entre las
amplitudes de as ondas progresivas fundamentales.

2. Un cuerpo sélido, cuyo volumen dentro de ciertos limites no depende de la presién, flotard en la
superficie de un liquido o descenderd al fondo. Ahora bien, si e peso del cuerpo es exactamente igual al
peso del liquido desalojado, el cuerpo se hallard en estado de equilibrio indiferente en cualquier parte del
liquido.

Por lo general el volumen de un cuerpo disminuye al aumentar la presion, por lo tanto, el equilibrio de
dicho cuerpo en le interior de un liquido de densidad constante es siempre inestable. En realidad,
supongamos que a cierta profundidad y a una presion determinada el peso del cuerpo es igual al peso del
liquido desalojado; cuando el cuerpo desciende un poco, la presion sobre el mismo aumenta y su volumen
disminuye, por consiguiente, también disminuye la fuerza ascensional, por eso, el cuerpo seguird
descendiendo; un cuadro andlogo se observara también cuando el cuerpo asciende un poco con respecto a
la posicion de equilibrio, pero en este caso las variaciones de todas las magnitudes ocurren en sentido
contrario; la presion cae, el volumen aumenta, la fuerza ascensional se incrementa y ¢l cuerpo asciende.
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SOLUCIONES PARTE PRACTICA

1. El desplazamiento del primer movil estd dado segin el gréfico por

X =vit ——
1 FLT
El desplazamiento del segundo movil serd
1 |
X, =—wI +—at
2 2

La condicién de que uno le alcance al otro en un tiempo t; se da por x; = X,, es decir

2 R
vt +—at; =vit ———
2
obteniendo el pardmetro requerido
v, 7R
a=—-——-
oL
2. Para este caso nos referimos al grafico del problema
A A A A
L k n| XS B d
F
D
v [F ¥ v
x|Y W
| v v

Del grafico se observa que la fuerza que ejerce el resorte F. estd en equilibrio con el peso del bloque W
kL =W

Donde L ¢s la longitud en equilibrio.

Cuando el cuerpo se encuentra en el liquido las condiciones de equilibrio son diferentes, en este caso se

debe tomar en cuenta la fuerza de empuje B por parte del fluido sobre el bloque, claro estd que la fuerza

que ejerce el resorte Fy es diferente al valor de F..

Del gréfico cuando ¢l bloque se¢ encuentra en agua, las condiciones de equilibrio serdn;

B+k(L-x)-W=0
B+kL—-kx—kL=0
es decir
B =kx

Nuevamente refiriéndonos al grafico se tiene que
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pgA(d —h) =k(D—d)

Realizando operaciones algebraicas se tiene que:

d_kD+pgAh
k+pgA

3. Tomamos al sistema de masas M aparte de la masa 2M:
Realizamos el diagrama de cuerpo libre para este caso

AN )
M N
uMg @
M
vYe i 2a
M
Del gréfico se observa que \4 Mg
Mg — uMg = (2M)(2a)
(1-wg =4a
l-p
a=(——
( 1 )8
Para 2M tenemos que
N,
ﬂi\zflg «<— | _’,LLMg
Entonces finalmente
umg —*ME _op,



9N4 OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA

9na OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA
Distrito Minero de Huanuni, Oruro. Julio del 2004
CUARTO DE SECUNDARIA

PARTE CONCEPTUAL

1. Suponga que exista un campo eléctrico en el cuarto en el que esta trabajando y las lineas de fuerza son
horizontales, formando angulos rectos con las paredes. Si camina usted hacia la pare de la que salen las
lineas de fuerza, estd caminando hacia puntos de potencial: ;mds bajo, mas alto, del mismo potencial?
Justifique su respuesta.

2. La presi6n atmosférica a nivel del mar es igual a 760 mm Hg (milimetros de mercurio). En la Villa de
Huanuni la presion atmosférica estd determinada en 494 mm Hg. Expresar la presion atmosférica en
Huanuni, en le sistema internacional de unidades y en metros de columna de agua (m H, O).

PARTE PRACTICA

1. Aunacarga Q=6 UC estd unida otra carga q=5 nC de masa 10 mg, por medio de un resorte de
material aislante. La carga q se suelta, desde la posicion horizontal donde la longitud del resorte es de

L =2 cm, en medio del campo gravitacional g =9.76 m/s*. Determinar el valor de la constante del resorte
k si éste se estira la mitad de su longitud.

QCL q Q

q

2. El ciclo mostrado en la figura consiste en tres procesos que comienzan en ¢l punto A. Una reduccidn de
presion a volumen constante de A — B, un aumento de volumen a presién constante del proceso B — C, una
compresion isotérmica desde C regresando al punto A. El ciclo es realiza sobre 0.75 mol de un gas
diatémico ideal. Determinar Q, W, AE,.

Datos P A

P, =32 x 10° Pa. A

P =1.2 x 10° Pa.

V,=021m’.

R=8.3145 J/(mol K) Y

Cy=20.8 J/(molK) B . C
Cp=29.1 J/(mol K) »V

7
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3. Determinar la posicion de equilibrio del sistema simple de una barra de peso G y longitud L que se
apoya libremente sobre una pared vertical lisa y sujeta por el otro extremo por un cable de longitud a.

Datos
AB=L
BC=a

Pesode la barra =G

.\\\\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\..'-".'H.H‘.\\\\HHHHHHHHH‘L‘L}‘\.‘\.'

SOLUCIONES PARTE CONCEPTUAL

1. Fijemos nuestra atencion al siguiente grafico

V@ V(b
-t
=l

0| L X
x(@)  x(b)

Realizamos una analogia con un condensador de placas paralelas que son en si equipotenciales.
Tomamos dos equipotenciales V(a) y V(b), por definicién:

AV =-FE-° Al =-E Ax cos 180°

AV I! =EAx I
V(b) - V() =E [ x(b) - x(a)]
ya que x(b) —x(a) > 0, entonces
V(b) > V(a)
Es decir se camina hacia puntos de potencial més alto.
Esto estd en pleno acuerdo con la relacién entre el campo eléctrico y el potencial para dos placas
conductoras paralelas, cada una de ellas a diferentes potenciales. Se sabe que el campo eléctrico entre
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placas paralelas es constante, y que va de las partes de mayor potencial a los de menor potencial. El
potencial disminuye a lo largo de la direccion en la que apunta el campo eléctrico.
2. Para este caso se tiene que tomar en cuenta el valor del campo gravitacional en la Villa de Huanuni
g =9.76 m/ s*, entonces

1 mm Hg =(13.6 x 10°) (9.76) (1x 107) = 132.7 Pa
Por lo tanto

494 mm Hg Xw =65.6 KPa
1mm Hg
Ahora
ImH,0=(1x10)(9.76)(1) =9.76 KPa
Finalmente
ImH
65.6 KPax 20 67 o

KPa

SOLUCIONES PARTE PRACTICA

1. Veamos el grafico siguiente

L+L/2

q
mg
Donde L es la longitud de equilibrio, mostrada en los gréaficos del enunciado.
Aplicamos el principio de la conservacioén de la energia

Qq _1,(LY L
=—k| - | —mg\lL+5
Are, L 2 [2] gl+3)

1 (LY
—k| - | = % +§mgL
212 Ame, L 2

k:4[ 204 +3mg]:27O.O6N

L\ 4re, L’ m
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2. Para determinar los pardmetros requeridos es necesario hallar los valores de P, V y T en cada punto del
proceso en general.
Encontramos el valor de la temperatura para el punto A, aplicando la ley del gas ideal

3
p < PVa _32X10902D) o0
R (0.75)(8.31)

En el punto B, tomando en cuenta que Vg = V,, tenemos
PV 1.2x10%)(0.21
nR (0.75)(8.31)
Para el punto C, notamos que Pc = Py, ademds T =T, ya que CA es isotérmico. Entonces

3
v, - PV, _(32x10 )(?.21) 056
V. 1.2x10

Con todo lo anterior procedemos a encontrar 1o pedido.
Para el proceso AB = 1, tenemos

O, =nC, (T, —T,) =(0.75)(20.8)(40 —108) = -1060 J
W, =0 (procesoa volumen constante)
AE, =0 +W, =-1060 J

Energia es transmitida por el sistema al entorno como calor en el proceso 1, ya que la temperatura
disminuye esto se refiere a un cambio negativo en la energia interna.
Para el proceso BC =2, se tiene

T, =

0, =nC,(T- —T,) = (0.75)(29.1)(108 — 40) = 1480 J
W, =—P(V. -V,) =—(1.2x10°)(0.56 - 0.21) = —420 ]
AE. , =0, +W, =1060 J

Al gas se le transfiere energia en forma de calor en 2 y dilatdndose el gas realiza trabajo sobre su entorno.
Luego para el proceso CA = 3, obtenemos

int,2

21
W, =—-nRT_ an—A =—(0.75)(8.31)(108)In 021 =660 J
Ve 0.56
AE, ;=0 (proceso a temperatura constante)
0, =AE, ;-W; =0-660=-660J

Finalmente para el ciclo, tenemos
Q=0 +0,+0, =-1060+1480 - 660 = —240 J
W=W+W,+W, =0-420+660 =240 J
AE. =AE.  +AE ,+AE,  ,=-1060+1060+0=0

int,1 int,2 int,3

Obsérvese que paraelciclo AE, =0y Q=-W.
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3. Nos referimos a la siguiente figura

Datos

AB=L

BC=a

Peso de la barra =G X

."\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\."'\.'H..'-'I."'\.HH‘L\HHHHHHHHHHH‘L'\)HH‘
oxd

Utilizamos propiedades geométricas, para este caso.
De la figura se nota que

X +(Q2y) =1

luego operando el sistema se tiene
4> +(2y)* =a’
¥ +Q2y) =L

restando la ecuacién inferior de la superior se obtiene para x

a* -I*
X=,——.
3

Esto es cierto siempre y cuando a®—L* > 0.
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IX OLIMPIADA BOLIVIANA DE FISICA
27 al 29 de Julio de 2004
Huanuni - Oruro

Prueba Experimental por delegaciones

Interferencia
1.- Objetivo.

Observar el fenémeno de interferencia.
Determinar la separacién entre surcos en un CD (Disco Compacto).

2.- Equipo.

Un puntero laser, un CD y un dispositivo para leer los dngulos de los maximos de interferencia como
se muestra en la figura.

w

El puntero laser nos permite tener un haz de luz bastante fino y monocromatico. En este caso es rojo.
La longitud de onda del ldser es, segun se especifica en el propio puntero, de 630 a 680 nm.
Tomaremos entonces: A= (655 t 25)nm

3.- Experimento.

Se coloca el dispositivo que se muestra en la figura sobre el CD y se observan los méaximos de
interferencia sobre el papel que estd pegado al bastidor semicircular. Con el transportador se miden los
angulos correspondientes al primer y segundo madximos de interferencia.

En la siguiente figura mostramos el fenémeno de interferencia.

Dos rayos incidentes que caen perpendicularmente a la superficie con surcos son difractados por
éstos. Para que los rayos difractados en dos rendijas consecutivas interfieran positivamente es necesario que

en la diferencia de recorrido de ambos quepa un nimero entero de longitudes de onda (ml) .
En la siguiente figura ampliada se ilustra esto.
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ULLJ -

Si L es la separacion entre surcos y 8 el dngulo de los rayos difractados, de modo que se produzca
una interferencia constructiva que forme un maximo, entonces:

Lsen6, =nA
ni
sen@,
donde n =0,1,2, .... es un nimero entero. n=0 corresponde a un dngulo cero, n=1,2,... corresponden al
primer, segundo, etc. maximos.
Se pueden observar claramente los primeros y segundos méaximos de interferencia. Se miden los

dngulos y de ellos se calcula L que es la separacion entre surcos.
Realice varias medidas.

8, [ 6, [°]

Ojo: Los errores de los dngulos deben estar en radianes.

Al final tomar el promedio de ambos resultados.

83
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Huanuni - Oruro
27 al 29 de Julio de 2004

PRUEBA EXPERIMENTAL POR DELEGACIONES.

Estos fueron datos obtenidos con el

SOLUCION.

mismo equipo:

0, [] 0, [’
26 61.5
26.5 635
26 63
255 60
27 60
25 65
27 64
25 60
275 65
©;= 259403 0y = 627407
J— ®i
®==-t Lo A =(655+25nm
o sen O,
Errg =— n=1: L=1497%76
" JN Err, Errg,
=0 B =nh = o6 —2. L=1474%65
62:2(®i—®) &%n AELr REAEE
N -1

L = (1485+70)nm
= (1.48+0.07)um

=1.5um
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