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Resumen

Se analiza la bifurcacién de Hopf, en base al desarrollo perturbativo
multiescala, ! para el modelo de Rossler trabajando en una region
prefijada del espacio de pardmetros. Se encuentra la forma normal de
la bifurcacién de Hopf y su solucién para este caso. Finalmente se
muestran las graficas correpondientes a las regiones donde es posible
esta bifurcacién y sucesivos ciclos lfmites de acuerdo al valor que toma

el pardmetro de control a.

1 Introduccién

El objetivo principal del presente artfculo es mostrar en detalle el andlisis
de bifurcacién de Hopf para un modelo especifico a tres dimensiones.
Cuando se hace referencia a una bifurcacién de Hopf, lo primero que
resalta es el desarrollo de érbitas periddicas a.partir de un punto fijo es-
table cuando el pardmetro de control pasa el umbral de su valor critico.
Estas auto-oscilaciones se presentan en sistemas de la mds diversa indole
tales como los hamiltonianos y los disipativos que encuentran sus apli-
caciones en sistemas biolégicos (morfogénesis, poblacién), qufmicos (auto-

cataliticos),meteoroldgicos, etc.

1Para este fin se utilizé MapleV 6.1
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Figura 1: (a) Orbita homoclinica para el modelo de Rossler correspondiente
a los valores de los pardmetros a = 0.3501, b = 0.30 y c = 4.541.(b)Atractor
extrafio correspondiente a los valores de los pardmetros a = 0.38, b = 0.30

y c=4.8

2 Fl Modelo de Rossler

Este modelo consiste de un acoplamiento de tres ecuaciones con una no
linealidad cuadrética simple [1]:

de s i

i

dy i

o T + ay . (1)
dz

prl b —cz + T2

Este es uno de los mas conocidos y analizados [2] en la ciencia no lineal.
-Como ejemplo (ver Fig. 1) se muestra una orbita homoclinica y un atractor
ex'rafio para determinados valores de los parametros.
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3 Analisis de Estabilidad Lineal

3.1 Puntos Fijos

Para todo el anilisis nos limitaremos al caso en el que cada uno de los
pardmetros a, b, ¢ son positivos. Haciendo el célculo correspondiente,. se.

encuentran dos puntos singulares para el sistema:

z1 =0, y1 =0 2 = U

Tl

C
st c b
gg=c—ab, y2=b- =%, zgmg“"b

3.2 Linealizacién i
Considerando pequeiias perturbaciones respecto al estado de referencia: x = x4 + X,
se obtiene para cada uno de los puntos singulares la forma matricial de la

ecuacion: |
' dX

T

=),

L) - X +h(X, \) (2)
donde

es la parte linealizada, y

1 [ 62F
h{x, ) = 5 (5):5:() XX 4.

son las contribuciones no lineales.

(21,9121 )
ol X A S X 0
g oy bl abaguld ¥ 16l 0 (3)
dt \ 7 5 gk A X7

(3?2592132): |
S 0 -1 -1 X 0 -
zlY|=[1 o 0 G R (4)
"N L gl e
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3.3 Ecuacidén caracteristica

Para hallar la misma se debe calcular:

det(L — AI)

para cada punto singular.
(z1,¥1,21) |

M4 (c—aM+(l+b—ac)r+c—ab=10 (5)

Si las rafces son de la forma (iw, —iw,)), se tendrd de acuerdo con Ias
propiedades de una ecuacién cibica, que:

ai=1+82:1:\/(122~{:2)2-4bc:2 (6)

(&f“:a_, Y2, 22 ) |
| A3+a(b-1))\2+('1+E—azb))\+ab—-c=0 (7)
y de la misma forma con la que se traba,jé con el anterior punto, se encuentra:
c=%+(b—-1)a3 (8)

4 Bifurcacién de Hopf

Para hacer este andlisis se consideraran las siguientes regiones en el espacio
de pardmetros [2]:

b=0.3
0<a<0.580
| 4<¢c<b8
Para estos valores de ¢ y a, la relacién (8) nunca se satisface, en cambio, la

relacién (6) puede ser satisfecha para a—.
Entonces, se va a considerar que el pardmetro de control es a y en la

criticali-'~d se tendrd a_. Es decir
X S0l

Por lo que (2) se puede escribir: -

% = L{a) - X+ h(X, a)
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4.1 Desarrollo perturbativo multiescala

Para hacer esto, se utilizara:

X = eX;+eXa+...

a—G. = _5'7'1-}—5272-}-... (9)
4 Q-—3—~+e 0 +£16 +
dt c or 01 o

Se sabe que (5) tiene como soluciones (A1, Az, Az) = (p+iw, p— W, A) y se ha
considerado que el conjunto de soluciones era (iw, —iw, A), por lo que para
determinar €2, se tiene: '

Imw, =0 =+1Fb—a_c=w (10}

4.1.1 Primer orden: Ofe)

A partir de la ecuacién

| s §
[ncﬁ—z & £(a,__)] Xy =0 (11)

Se encuentran soluciones de la forma:
Xy = kueiT.—F k*u*e=*T (12)
Primeramente se debe determinar u dél hecho que:
L{a.) -u=10u

De donde se obtiene el sistema de ecuaciones:

I

U9 —U3z "’ iwul _
yy  -ta-uo WU | (13)
buy —Cl3 = WU3 |

Trabajando con (13) y haciendo una normalizacién arbitraria con Up = 22

y Us = ﬁf, se obtiene para u:

1 / :
- _ _ 4 +iw |
u=| Uy | = aZ +w (14)
T . ae—iw(w?+a? ~1)
a2 +w?
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En consecuencia {12) sera:

4

X1 .' __a_+iw T
Yy e k;('rl . ) aZ +w? e 4+ c.c. _ (15)
Zy . a——iw(w? +a2 1) -
a? 4w* |
4.1.2 Segundo orden O(¢*)
A partir de la ecuacion:
0 1 - 0Xg .
ﬂ_l w [Qc?ﬁ.’[ “— E(a._)] - Xg =mLgla.) X+ ‘2f‘hx}{(a-—) G, By 79}'; (16)

y aplicando la condicidn de solvencio a este orden:
(ul, qz) i@
s determinard Xg. Antes de nada, se debe calcular u'! a partir de:
CHa )uf = —iwd

t
Con lo que se obtiene, luego de hacer los cambios de variable 3 = Ug y

;
-E% ~— Ug ademds de la normalizacién, la expresion:
1

1 1
[wa—+i(a—b—c
= ( . ) [ ety i
| Ui' . whblwe—i(a-b=—c)]. '
3 (a-b—c)?+w*c* -

Considerando la definicién del ,t:)roducto escalar:
2w

(alT); b)) = | dT'a*(T) - b(T)

' tendremds: 5
j[ dTe"iTuT*(T) vqe =0 (18)
0

Que escribiendo de manera explicita: -

21 , AR g 0 5 X1\
[ dTe"‘tT( 1 UZT* PR ) with "Xy ] 0 i o Yi
4 . N8 X12y X &S

e :_ (19)
| -‘\’j:a iu(m._.\- L Jr“é Ltw_ (aG) XX, — ,a_ ‘;41
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Poniendo en evidencia los términos que contienen el en la anterior integral

a‘ + w?

r
2m 5 ) . 0 :
0 dTeﬂT( o "ﬂiab"—i;giﬂjﬁ?]- gt ) g RN ( 1 ) e’

i

[ ! !
ok _a—tiw ; ‘ ;
e e al +w? el 4+ term. que no contienen el =0
o G- —tw(Ww?+a? —1)

a? +w? - g

Se hace notar que los términos que no contienen e*! son aquellos que provienen

de los complejos conjugados asociados a X; (ver (15)) y a los correspondi-
entes al producto entre las componentes X; Z;. Desarrollando el producto

y la integral se obtiene

Ok _ - km
on (w124 (w4 1)(a +1)

dando como resultado para la condicién de solvencia:

Tl:OJ 53;{:;:0

Por lo que reemplazando en (16):

i P 1 0 0 0 -1 =1\1/ X, 0
| O L 0 Lot et D Y |={ 0 (20)
| 0 0 1 b 0 -c gl o X'lzl

Se postula para Xz una solucién que depende de T en la forma:

Xy Fy L : U A |
1/'2 i Gﬂ e G'.Z 821T s GE 6-—-21'11
Zg EL 0 H. 2 _ H ;

Por lo que reemplazando en (20) y sabiendo que
X1Z; =k Use®T + 2 | k |* Re(Us) + k*2 U e7#7

Con lo que de (20) se obtendrdn los sistemas de ecuaciones:

Gy +Hy = R ¢
—Fy —a_ Gy | = 0 _ (21)
bE, +cHy = 2|k |* Re(Us;)

121



2wl +Gy +Hy = 0
~F +(2iw-a_)Gy = 0 (22)
——bFz +(2£w + C)Hg o2 | k |2 U3 .
Resolviéndolos se ‘encuentra que: |
iy 2a2 |k|2 ___
Fy = " (o +w?)(a— b-—c) = —a-Gy ;
A . 2a_Jk)?
Go = {a? +w2)(a-.;b—-c) (23)
L 2a-lk N
Hp "= " (a2 +u2)[a__b—c) G
i k2Us(2w—ia_)
Fy = -k
Gly e k US(QE__WH) (24)
o kﬂUSﬁ(;wLn
CaIl K

o = 2w(dw? + b+ 1) +i(dow® — ¢ — a_b)

Lo que nos permite escribir finalmente para Xj:

[ Xo G K2y, [ 2w+ da- :
Yo =Gy ) or e Ya_wts } T+ ce (25)
Zg -1 £(4w2 o~ 1)

4.1.3 - O(¢%). Forma normal de la bifurcacién de Hopf

Para el tercer orden, se tiene:

= ' 1
[Q gfz 0 ‘C(Gﬁ)] Xs = 71‘6*-1(&**) - X2 + 721:{1(&-—) - X3 + 2'}']‘?-[:&&({1—-) X1
N : . 1
| +§'}’th}{&(&_) - X1 X1 + Eh}{}{}[(ﬂ——) - X1 X Xy
aXy X3
h L) XiXg — - — —— 2
i };x(ﬂ ) - X1Xo 5 o (26)

Lo que nos interesa es encontrar la forma normal de la bifurcacién de Hopf.
Para llegar a esto, aplicamos de nuevo la condicién de solvencia a este orden: -

(ul,qg) =




Por consiguiente, utilizando 1;;3 aspectos resultantes de la condicién- de
solvencia en el O(€?) y reemplazando en la integral (18) gz por qs esta se
transforma en: -

et o g 0 X
dfe (1 U U )il i)+ 0 =l 1
0 g 0 X179+ Z1 X9 2 VA

(27)

y solamente los términos resultantes del producto escalar con factor et

contribuirdn al resultado (ver (15) y (25)). Estos términos son:

i = KU 3
K(Hy + Usky) + K*(Hy + UgFz).

13
Ki U
Us

Por lo que desarrollando (27) se éncuentra.:

e
N
.+..
N
ot
|

.
NFaite
\-..__‘__'__,,..f

| l

0K _ __ pKULU,  US'[K(Ho+UsFy) + K*(Ha+ UDF] (oq,
Oy 14 US*Us + US'Us 14+ U*Ua +UsUs

Recordando las expresiones para los coeficientes F' y &, se pueden escribir
los mismos bajo la forma:

Fo=—a_|K*8, Go=|K|*f, Hi=—|K[f
Fg:_KﬂUgaf] G, = K2U38" -szz——-Kngcsm

con

ﬁf i 2a..
= @) a b-0) o o

B o dw? (dw? +b+1)+a- (daw? —c—a_b)4-2iw[dew® —c—a. b—a_ (dw? (dw?4+-541)]
7T i (Aw?b+1)2 —{dcw? —c—a-b)?

5 = da_w?(4w? +b+1)~(dew? +cta_ b)+i[2w(dw? +0+1)+H4ew? —c~a_b]
e | 402 (w3 0+41)2 - (4cw? —c—a-. b)?

6;" e ' (4w2-l)gdaag-c-a_b)—-ﬂiw(dwg -—-1)!_4&?2 +b41)

e 4w (dw? +b+1)% — (dew? ~c—a- b)*?

Por consiguiente (28) se transforma en:

0K _  mKUPU» | K[ KUJF(1+Us)+Us(8" + Us0)
H77 1+ UNU +US'Us 1+ U U, +U§*U3.! .
2
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Para encontrar la forma normal de la bifurcaciéon de Hopf se multiplica la
anterior ecuacién por €3, se utilizan las relaciones (9) del desarrollo per-
turbativo multiescala y se considerard z = €K, con lo que finalmente se

obtlene:

de_ _(6=a)UfVs _ _UPIF(L+0)+ U8 T U | o,
dt -1 - UJ*UQ o Ug*U;} | - -1 UQ*UQ s U3*U3
. | (29)
que constituye la forma normal[3]
j‘i (A= A)Prz— P3| 222 (30)

de la bifurcacién de Hopf para el modelo de Rossler.

4.2 Resolucién de la Forma Normal de la Bifurcacién de
Hopf

. uj U U3"[8' (14+U3)+Us (6" +U3 &'
Los coeficientes P} = _"1+U**U _[_iﬁ* y Py = —-8 [8 1(+U§fifz+3£§3*{fs 36)]
son cantidades complejas que pueden escr’ibirse en la forma P; = P +iP],
P; = P + iPy'. Entonces para resolver (30) es conveniente trabajar en co-
ordenadas polares z = re*®con lo que separando las partes real e imaginaria,

se obtiene:

I = (.)t M) Plr — Pird L« S
t er= 1 9
_ %% = AN d Pl n 2 (31)
Se sabe también que en A = A, r sufre b1furca.c16n desde la solucidén trivial
e - Gt (A."'“}'-G}P; : -
o = 0 a la no trivial ry = 5—%. Lo que nos permite encontrar la

regiones en las que es posible este tipo de bifurcacion. En nuestro caso, la
condiciones para que se de este fendmeno estardn dadas por:

En el dominio a>a_ s —g} >0

En el dominio a <a: s8i 7 <0

De acuerdo con la condicién anterior y en base a resultados numencos, ge
hallé que para el rango de valores elegido de los pardmetros, -1,« es siempre
mayor que cero, lo que implica que habrj bifurcacién de Hopiq si y sélo si
a > a_, situacién que se muestra en la Fig. 2 donde el hn:ute que separa

ambas regiones, es la curva a_ = a_(c).
Se encuentra finalmente de (31) que:

¢ = o + Pl B o e e g 32
'""* 0 1 Paf ( c) “""?50'}' ( )
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Velocidad angular
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Figura' 3: Variacién del radio del ciclo limite y la velocidad angular para

diferentes valores de a.
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Figura 4: Retrato de fases para la bifurcacién de Hopf en el modelo de
Rossler, utilzando los valores de pardmetros a = 0.38, b = 0.30 y ¢ = 4.8,
con condiciones iniciales (0.15, T) (trayectoria de trazo continuo) y (20, )

(trayectoria de trazo punteado).
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5 Conclusiones

Se observa que este modelo presenta diversos comportamientos en el espacio
de pardmetros, entre los que se pueden destacar la existencia de drbitas
homaclinicas que luego se transforman en atractores extranos, ribrica de
comportamiento caético. L

En la regién del espacio de pardmetros en la cual se trabajo, existe
una zona en la cual se manifiesta la bifurcacién de Hopf. Tomando a co-
mo pardmetro de control principal, se determina que el radio de los ciclos
limites generados en la bifurcacién de Hopf varia entre (0, 16.37] y la ve-
locidad angular entre [0,2.58]. Se observa grificamente la familia continua
de soluciones correpondiendo a diferentes valores de la fase del movimiento
oscilatorio. ' | '

Este modelo es susceptible a ser analizado més detalladamente en el es-
pacio de pardmetros para ver el comportamiento que tiene para las diferentes

variaciones de a, by ¢
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