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Resumen

Se estudian modelos no lineales en dos y tres dimensiones, para los

cuales se empieza por la integracién del sistema de ecuaciones y la visua-
lizacién del comportamiento del sistema en el espacio de fases.
Como ejemplo ilustrativo se hizo la simulacién de la dindmica de una ma-
sa que se mueve a lo largo de un aro el cual rota con una determinada
velocidad angular. En este sistema se observa una bifurcacién para valores
iguales o mayores a una ”velocidad angularcritica”.

Se tomaron como representantes caracterfsticos de los modelos no li-
neales en dos dimensiones al denominado Bruselator y en tres dimensiones
al modelo de Réssler para los cuales se hace el andlisis de bifurcacién de
Hopf en base al desarrollo perturbativo multiescala trabajando en regio-
nes fijadas del espacio de pardmetros, encontrdndose finalmente la forma
normal de la misma para estos casos.

Se empieza con una aplicacién biolégica que consiste en el estudio del.
comportamiento de poblaciones de hormigas frente a fuentes de alimentos.
Aquf se postula un modelo basado en el hecho de que estos insectos emiten
feromonas para reclutar a sus congéneres cuando se ha localizado una
fuente alimenticia. El modelo que se presenta aln es muy simple pero de
todas maneras presenta un cardcter no lineal.

1 Introduccién

La ciencia no lineal toma su forma actual gracias a los desarrollos analfticos,
numéricos y experimentales que se dieron en el curso de las tres tltimas décadas.
El surgimiento de esta ciencia va de la mano con las nuevas ideas introducidas
por la termodindmica de procesos irreversibles y la mecénica estadfstica del no
equilibrio.

La dindmica no lineal enfoca principalmente sistemas disipativos cuya evo-
lucién est4 influenciada por la variacién de algunos pardmetros presentes en el
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problema que pueden ser modificados externamente, los llamados pardmetros
de control.

Una diferencia notoria entre leyes lineales y no lineales es que la propiedad
de superposicién no se mantiene en estas tltimas. En un sistema lineal, el
efecto final de la accién combinada de dos causas diferentes es simplemente la
superposicién de los efectos de cada causa tomada individualmente. Pero en un
sistema no lineal agregando una pequeiia causa a una que ya estd presente, esta
puede inducir efectos dramaticos que no tienen medida comiin con la amplitud

de la causa.
Se observa también que sin la mantencién de una apropiada distancia del

equilibrio, la no linealidad no puede por si misma dar lugar a soluciones miltiples.

2 Anadlisis de Modelos no Lineales

Esta secci6n estd consagrada a estudiar de forma detallada algunos modelos
conocidos de la ciencia no lineal.

2.1 Masa en un aro rotante

Este sistema constituye un ejemplo de comportamiento no lineal en el marco
de la mecénica clsica. El sistema en cuestién estd constitufdo de un anillo
rigido de radio r sometido al campo gravitatorio. Una masa m estd ubicada
inicialmente a un 4ngulo 6y medido a partir de la parte inferior del didmetro
vertical, la cual se mueve sobre el aro sin friccién.

2.1.1 Ecuaciones de movimiento del sistema
El lagrangiano del sistema es:

m [r?w? sin62(t) + r? 6"(t))

L =gmr cosf(t) + 5 (1)
por lo que el momento generalizado es:
Py(t) =mré'(t)
y el hamiltoniano:
P}(t) mr?w?sinf’(t)
H=-gmr cose(t)+2mr2 - 5 (2)
Por lo que finalmente las ecuaciones de Hamilton son:
o _ P
8P, = mr? (3)
8l = gmrsinf+mr?w? cosf sinf
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Figura 1: Superposicién de las trayectorias en el espacio de fases para diferentes
valores de w. Se observan dos regiones en las cuales la masa oscila, una alrededor
de la vertical ¢ = 6 = 0 y otra para q # 0 después de que se ha producido la
bifurcacién

2.1.2 Expansién y resolucién numeérica del sistema de ecuaciones

Para aplicar el principio de estabilidad lineal, se hizo una expansién en series de
Taylor y posteriormente se integré el sistema de ecuaciones mediante el método
de Runge-Kutta. ! En este caso, el pardmetro de control es la velocidad angular
de rotacién del aro, la cual toma su valor critico en : w, = ﬂ . Enla fig. 1
se visualizan las trayectorias en el espacio de fases para fiferentes calores de la

velocidad angular.

2.2 El Bruselator

Es un modelo autocatalitico a dos variables desarrollado por Prigogine, Lefever
y Nicolis [4]. Histéricamente es el primer modelo quimico que da lugar a osci-
laciones sostenidas siendo completamente compatible con las leyes de la fisica y
de la quimica [1].

La tnica fuente de no linealidad es la sintesis autocatalitica de X de acuerdo
con las reacciones acopladas:

A8 x
B+X 3 ¥Yig @)
2X+Y B 3x
X % bp

I Para esto se utiliz6 Mathematica v.2.2.
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X

Figura 2: Solucién numérica para (4,B) = (1,3), con condiciones iniciales
iguales a (1,1)

Aquf, las concentraciones de los reactivos Ay B son considerados como pardmetros

fijos y C y D indican productos de deshecho.
Las ecuaciones que dan la evolucién de las variables X e Y tomando por
simplicidad las constantes de velocidad de reaccién igualadas a la unidad son:

d =z A—(B+1)z+1z2%
T = 2 (5)
dt \ ¥ Bz — z*y

En base a este sistema de ecuaciones diferenciales no lineales se desarroll6 un
programa en Mathematica v. 2.2 que permite hallar los puntos fijos, realizar el
analisis de estabilidad lineal, hacer el anélisis de bifurcacién de Hopf y mostrar
las gréficas correspondientes segin el valor que tomen los pardmetros A y B.
Para comenzar mostremos una solucién estable tipica del sistema de ecuaciones,

que se observa en la fig 2.
La linealizacién de las ecuaciones sobre el punto (A4, B/A) resultan en :

i faop-l%8 A? z ) (6)
ad\y) \ -B -A y )
El punto critico para el que la bifurcacion se manifiesta es:

B=1+ A% (7)

,que nace de la condicién por la que la traza de la matriz lineal se hace cero.
Ahora si suponemos que la solucién tiene el factor oscilatorio: e!W<t hallamos
que W, para la solucién critica es:

W,=A (8)
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Por otra parte el segundo orden de la expansién perturbativa es:

—((1 4+ A%)z?)/A - 24z

((1 + A%)z?)/A + 24219 .
Y por su parte el tercer orden de la expansién perturbativa llega ser:
—g2zy — (2(1 + Az * 32) /A - 2iy) — 2AToy1 — 2AT1Y2 .
g271 + (2(1 + A%z * 22) /A + ziys + 2Az2y1 + 2AT1Y2 i
Proponiendo una solucién:
(4 Yo o

Encontramos que a menos de un término perturvativo c (2 = ce ) cumple con

la ecuacién normal: p
%

5 = (A= APz — P32° (12)
que en nuestro caso se obtiene:
% = (A= Ac)1/2z — (4i + 64 — TA% + 3A% + 4A4%0)/(64%)2° (13)

Para finalizar esta parte veamos la solucién (fig 3)de la ecuacién normal para el
Bruselator cuando la bifurcaién tiene lugar.

2.3 El Modelo de Rossler

Este modelo consiste de un acoplamiento de tres ecuaciones con una no lineali-
dad cuadrética simple [1]:

. Sl
B~ z4ay (14)
& =

€2 = bpr—cz+z2

y es uno de los m4s conocidos por la forma en la que introduce la nocién de
caos [2].

2.3.1 Integracién del Sistema de Ecuaciones

Como resultado de la integracién de (14), se obtienen las gréficas en el espacio
de configuraciones, en las cuales, segiin el valor que tomen los parametros, se
tendran 6rbitas homoclinicas, atractores cadticos, etc. v. fig. 4. Este modelo es
ampliamente explicado en el articulo “Anélisis de Bifurcacién de Hopf para el
Modelo de Réssler” [5]. Lo més importante a resaltar aquf es que se encontré
la forma normal de la bifurcacién de Hopf para este modelo, lo cual podemos
sintetizar como sigue:
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Figura 3: Solucién numérica de la ecuacion normal para (A, B) = (2,5.5), con
condiciones iniciales iguales a (0, 2.5)

2.3.2 Andlisis de Bifurcacion de Hopf

Para esto, se realizaron las etapas:

Puntos fijos Se determiné que el sistema posee dos puntos singulares:

=0, wynu=0, z=0
Zz=c—-ab, y2=b-%, zzzg——b

Linealizacién Para esto se hace una especie de cdlculo perturbativo, con lo
que se encuentra para cada punto singular ecuaciones matriciales de la forma:

]
dt

0 -1 - X 0

1 a 0 Yy |+ o (16)
b 0 -c Z XZ

0 -1 -1 X 0

1 0 Yy |+]| o (17)
- —ab Z XZ

= L(\) - X + h(X, ) (15)

(1,41, 21):

(-”5271/2,22):

S Q
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Figura 4: (a)Orbita homoclinica para el modelo de Rossler correspondiente a
los valores de los pardmetros a = 0.3501, b = 0.30 y ¢ = 4.541. (b)Atractor
extrafio correspondiente a los valores de los pardmetros a = 0.38, b = 0.30 y
¢ = 4.8. (c)Trayectorias periédicas para valores de los pardmetros a = 0.1,
b=0.30 y ¢ = 4.1 en una regi6n donde no se manifiesta la bifurcacién de Hopf.
(d) Trayectorias cadticas para valores de los pardmetros a = 0.48, b = 0.30 y
c=256
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Ecuacién Caracteristica Para determinar la misma se debe empezar con:
det(L — \T)

Para cada punto singular se tendra:
(z1,91,21):

N+@c-—a))?+(1+b—ac)d+c—ab=0 (18)
Si las rafces son de la forma (iw, —iw, \), se tendré de acuerdo con las propie-
dades de una ecuacién cibica, que:

2 2V2 _ 4bc2
_l+c +/(1+¢c?) be (19)

(z2,y2, 22):
/\3+a(b—1)/\2+(1+§—a2b)/\‘+ab—c=0 (20)

y de la misma forma con la que se trabajé con el anterior punto, se encuentra:
a 3
c=5+(b—1)a (21)

Es de hacer notar que para el presente andlisis, se trabajé con los siguientes
intervalos del espacio de pardmetros:

b=0.3
0<a<0.55
4<c<58

Para estos valores de ¢ y a, la relacién (21) nunca es satisfecha, en cambio, la

relacion (19) puede ser satisfecha para a_.
Entonces, se va a considerar que el parametro de control es a y en la criti-

calidad se tendrd a_. Es decir

As =0

Por lo que (15) se puede escribir:

dX
— =L(a_)- X+ h(X,a-)
dt
Desarrollo Perturbativo Multiescala Para hacer este desarrollo se parte
de:
X = Cxl+€2XQ+...
a—a_ = en+emp+... (22)
ii_ = 0N _?.. + i 4+ _6__ +
it 9T ' 9n  Om
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Se sabe que (18) tiene como soluciones (A1, A2, A3) = (p + iw,p — iw, A) y se
ha considerado que el conjunto de soluciones era (iw, —iw, A), por lo que para
determinar (1. se tiene:

Imw.=Q.=y1+b-a_c=w (23)

Este desarrollo se hace en los tres primeros érdenes de €, con lo que final-
mente, se encuentra lo que constituye la forma normal de la bifurcacién de

Hopf [3]
dz 2
G = A= A)Piz—Ps|z |z (24)
para el modelo dr Rossler:
dz _ _ (a-a)Ul'U»  UJ'[B'(1+Us)+Us(8" + U3d)] |22 (25)
@t  -1-Ul*y, - Ul -1 13U — ULy
donde:
2a_
’3' = ia’_+w!aiia_b——ci
S M= 4w? (4w +b+1)+a_ (dew? —c—a_b)+2iw[dcw? —c—a_b—a_ (4w? (4w’ +b+1)]
- 402 ((AwT4b+1)?—(dcw?—c—a_b)?
5§ = 4a_w7(4w2+b+l)—(4cw +c+a_bl+i[2w(4w2+b+l)+4cu’—c—a_bl
- w3 ((AwT+b+1)T—(dcwi—c—a_b)?
s = (4w?=1)(4cw? —c—a_b)—2iw(4w? 1) (4w’ +b+1)

- 4w ((AwT+b+1)2—(dcw?—c—a_b)?
Es decir, dependen de los pardmetros b, ¢ y del pardmetro de control a_.

Resolucién de la Forma Normal de la Bifurcacién de Hopf Los coefi-

: ultu, Ul (8’ (14 Us)+Us (8" 4+ U3 8")) .

cientes P, = ——— 22—y P3 = -2 3~ % son cantidades
! FUI Ua 4 U U Y ° 3 14U} Uz+UJ"Us

complejas que pueden escribirse en la forma P, = P + iP{', P3 = Py + iPj.

Entonces para resolver (24) es conveniente trabajar en coordenadas polares
z = re*® con lo que separando las partes real e imaginaria, se obtiene:

g (A = Ac)Pir — Pjr® (26)

# _ (\-A)Pr— P

Se sabe también que en A = M\, r sufre bifurcacién desde la solucién trivial

ro = 0 a la no trivial r, = ('\—_,'\,;)—Pi
s

Se encuentra finalmente de (26)que:

¢=¢o+(P{’—I—DiTP')(/\—,\c)t=¢o+AQt (27)
3

La frecuencia AQ de la z-oscilacién corrige el valor Q2. por términos del orden
de A — \.. Con todos estos elementos, se hall para el modelo de Rossler el ciclo
lfmite para diferentes valores de los pardmetros en el espacio elegido. Como
un ejemplo se muestra (Fig.5), en el espacio de fases (Imz, IRez), la manera en
que las trayectorias -sin importar la condicién inicial- se enrollan hacia la curva
invariante | z |= r,, ciclo limite lo cual se deduce a partir de la forma normal
(25).

En la fig. 6 se muestra la bifurcacién de Hopf para el modelo de Rossler.

Il
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Figura 5: Retrato de fases para la bifurcacién de Hopf en el modelo de Ross-

ler con condiciones iniciales (0.15,%) trayectoria de trazo continuo y (20, §
trayectoria de trazo punteado.

Figura 6: Bifurcacién de Hopf para el modelo de Rdossler en funcién del
pardmetro a y para valores de b = 0.3 y ¢ = 4.8 con condiciones iniciales
r=0.1y¢=wn/2
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3 Aplicacién de la Dindmica no Lineal a Proble-
mas Biolégicos

El campo de aplicaciones de la Dindmica no Lineal es bastante amplio abarcando
la mayor parte de las ciencias, entre las que no podfa estar exclufda la biologfa.
Entre los fenémenos biolégicos en los cuales se aplica la Dindmica no Lineal,
se pueden citar problemas de morfogénesis (6], de diferentes tipos de ritmos
[7], de dindmica poblacional, de formacién de patrones, de inmunologia, etc.
El problema que se aborda aquf est4 en relacién con el comportamiento de
poblaciones de hormigas frente a fuentes de alimentos.

3.1 Auto-organizacién en Insectos Sociales

La auto-organizacién fue introducida originalmente en el contexto de la fisica y
de la quimica para describir c6mo los procesos microscépicos daban lugar a es-
tructuras macroscépicas en sistemas fuera del equilibrio. Investigaciones recien-
tes que extienden este concepto a la etologfa sugieren que la auto-organizacion
proporciona una descripcién concisa de un amplio rango de fenémenos colecti-
vos en animales, especialmente en insectos sociales. Esta descripcién no estd
en relacién con la complejidad individual sino mas bien con los aspectos espa-
cio.temporales complejos que surgen a nivel de la colonia, asumiendo que las
interacciones entre individuos simples pueden producir comportamientos colec-
tivos altamente estructurados [8]. Una caracterfstica importante de la Dindmica
no Lineal es el aspecto de la auto-organizacién. Haciendo referencia a insectos
sociales tales como las abejas, hormigas y termitas, se puede mencionar que los
comportamientos colectivos de estos daran lugar a fenémenos no lineales.

3.2 Aspectos biol6gicos a considerar para la formulaciéon
del modelo

Uno de los aspectos mas importantes para esta formulacion serd el hecho de con-
siderar que las interacciones entre las hormigas se realiza a través de la emisién
de sustancias qufmicas, denominadas feromonas. Basicamente, una feromona es
cierta sustancia segregada por un animal que influye sobre el comportamiento
de otros animales de la misma especie. En las sociedades de insectos, han sido
identificadas muchas feromonas que tienen funciones muy diferentes entre si,
entre las que se pueden citar las de alarma, las de delimitacién de territorio, las
implicadas en la organizacién de la construccion, las de reclutamiento hacia una
fuente de alimento que acaba de ser descubierta, etc. Estas iltimas constituirdn
la base para la construccién del modelo.

Teéricamente, se puede decir que los comportamientos de reclutamiento son
mecanismos de amplificacién similares a las reacciones autocatalfticas como la
mostrada en el modelo del Bruselator, por lo que puede constituir una fuente
importante de no linealidad. Este reclutamiento alimentario, puede explicarse
de la siguiente manera: una hormiga que ha descubierto una fuente alimenticia
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regresa a su nido, marcando una pista a través de la emisién de feromona, la
cual estimulard a los demé4s miembros de la poblacién a salir del nido y seguir
esta pista, para luego de alimentarse regresar reforzando el marcado de la pista,
favoreciendo asf la salida de nuevos individuos, por lo que se espera observar
un crecimiento exponencial inicial de insectos alrededor de la fuente. En la
practica, las fuentes de alimentacién pueden ser miiltiples, por lo que existird
un proceso de eleccién y una especie de competicién entre las fuentes.

3.3 Objetivos del modelo

La formulacién del modelo tiene como primer objetivo estudiar la influencia de
los tiempos de vida de la pista y su efecto sobre la eleccién resultante a nivel

colectivo.
El segundo objetivo serd el de comprender la influencia del niimero de fuentes

disponibles simultdneamente en la eleccién de los individuos.

3.4 Formulacién del modelo

Como se mencioné anteriormente, una de las variables mas importantes del
modelo la constituye la concentracion de feromona sobre la pista. Sise denomina
C; a la concentracién de feromona sobre la pista que proviene de la i-ésima
fuente, con i = 1,..., f, siendo f el nimero total de fuentes. Se puede postular

una ecuacion de balance de la forma:

dC;
dt

con: A: término de aporte. P: término de pérdida o desaparicién.

= A; - B (28)

El término de aporte sera proporcional al flujo de hormigas ¢ y a la canti-
dad de feromona depositada por las hormigas g;. Estas dos dependencias son
reunidas en la variable ®;. Por un lado se espera que el aporte sea una funcién
creciente de la concentracion C; que tienda hacia un plateau para valores ele-
vados de esta variable. Por otra parte, se puede suponer que A; es una funcién
decreciente de la concentracién de feromona sobre las otras posibles pistas. En
tanto que esta dependencia sea mds pronunciada, la cooperatividad del proceso
ser4 m4s marcada. Si se representa estos procesos por una funcién similar a la
de Hill de la cinética enzimdtica:

(k + Cy)!

Loy -

A =

donde: k es un parametro de umbral por encima del cual la cooperatividad se

manifiesta y [ caracteriza el grado de cooperatividad.
El término de pérdida se puede relacionar con la concentraciéon sobre un

pista dada mediante una reaccién qufmica de primer orden, de la forma:

E,' = l/,'C,' (30)
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con v; representando la tasa de desaparicién (sobre todo debido a efectos de
evaporacién) que juega el rol también de la constante de velocidad de la reaccién.
Por consiguiente, la forma general de las ecuaciones del modelo podrd

escribirse como: y
€ _ g (4000 i)
dt Yj=1k+Cj)

Donde se ha tomado la hipétesis simplificadora ®; = ®.

3.4.1 Modelo con dos fuentes

Primeramente se considerar4 el caso m4s sencillo del modelo: Fuentes simétricas.
En este caso, se puede considerar que las tasas de desaparicién de feromona son
iguales: v; = v,. En la ecuacién del aporte, se caracterizara al coeficiente ! con
los valores 1 en caso de no existir cooperatividad y con 2 en caso contrario.

Modelo sin cooperatividad En este caso, las ecuaciones del modelo toman

la forma: pe .
r L R (32)
& = Cmmoge VO
Para el estado estacionario se encuentra:
]
Cl+Cz = ;—'2’3 (33)
y después de algunos cdlculos sencillos:
P
C, = Cy, = — 34
1 9 2 (34)

Modelo con cooperatividad Para esta situacién las ecuaciones toman la
forma:

ac L k+C)?

@ = (I)(k+clk5’+c(lk¢02)’ - vG (35)

dCa  _ +

W ‘I’(E‘+C,§5+(2k+c,i’ - vy
Para el estado estacionario se tendra:

d
Ci+Cy; = = (36)
que después de algunas operaciones algebraicas, se llega a:
* g @ 230 ok
(Cz = 2‘/) (02 - ;Cg +k ) =0 (37)

De aquf se observa que existen tres soluciones: la solucidn homogénea C, =
Cy, = % y dos soluciones inhomogéneas simétricas dadas por:

Cu = G = L(&-V(&F -
5 (38)
G = G = §(2+y/(2) -2
107



Revista Boliviana de Fisica No.6 (2000)

Se observa que la condicién de existencia de las soluciones inhomogéneas es:

L

— > 2 (39)
v

A partir de estos resultados, es posible hacer un andlisis de estabilidad lineal

como los realizados para los modelos de la anterior seccién y en base a ello poder

sacar algunas conclusiones acerca de los fenémenos no lineales que se producen

a nivel de la poblacién.

4 Conclusiones

Se ha observado la diversidad de las aplicaciones de la Dindmica no Lineal en

diferentes modelos.

El aspecto més relevante es el de que se ha podido desarrollar primariamente
un modelo no lineal para el comportamiento de hormigas frente a fuentes de
alimentacién, el mismo que es susceptible a ser analizado por las técnicas propias
de la Dindmica no Lineal.
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